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ende de los métodos que derivan de él— no dependen de esta diferencia en el
origen de los datos, y lo mismo ocurre con los métodos de clasificación. Desde
luego, una vez obtenidos los resultados de un método multivariado, se pueden
hacer ciertas pruebas de hipótesis para chequear la calidad de éstos o para fa-
cilitar la interpretación. Ahora bien, lo importante es destacar que no se hacen
supuestos a priori sobre la distribución de probabilidad de las variables, ya que
se trabajará directamente con los datos observados de manera que se trate de
buscar el modelo a partir de los datos, sin imponer un modelo desde el principio.
En el caso de trabajar con una muestra, la validez de extrapolar los resultados
obtenidos a toda la población, dependerá de la representatividad de la muestra.
Es decir, dependerá de si la muestra fue obtenida por algún método confiable.

Pesos de los individuos

En algunos métodos de Análisis de Datos, es importante tomar en cuenta que
las unidades estadísticas o individuos pueden tener distinta importancia en un
estudio. A la importancia relativa que puede tomar un individuo, se le llama
peso o ponderación.

Se supondrá que los n individuos están ponderados por pesos positivos
p1, p2, . . ., pn tales que p1 + · · · + pn = 1. En muchas ocasiones, estos pe-
sos serán iguales para todos los individuos, en cuyo caso pi = 1/n para todo
individuo i. Salvo que se especifique lo contrario, se supondrá que los pesos son
iguales. Este es el caso usual en una encuesta. Por ejemplo, en caso de que se
tengan 1000 individuos y todos con la misma importancia, entonces el peso de
cada uno es 1/1000.

Ejemplo 3 Si se quiere estudiar la evolución de los porcentajes de votación
obtenidos por los distintos partidos políticos, según cada provincia, y se dispone
únicamente de los porcentajes de votos obtenidos por cada partido, entonces las
unidades estadísticas son las provincias y la ponderación de cada provincia será
el número de votantes de la misma, dividida entre el número total de individuos.
Por ejemplo, supóngase que se sabe que el partido PXY obtuvo en la pasada
elección 42% de los votos en Limón, 47% en Puntarenas, 52% en Cartago,
etc., entonces para calcular el porcentaje obtenido en el país se sumarán los
porcentajes anteriores, pero ponderados por la población respectiva. Así, si el
número de votantes de Limón es 234,789, en Puntarenas es 287,376 y en Cartago
es 312,545, entonces se multiplicará 42% por 234,789, 47% por 287,376, 52%
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Ejemplo 11 Para ciertos análisis, puede ser más útil manipular el salario como
variable cualitativa que como cuantitativa: se puede entonces pensar en estable-
cer categorías de salario, como muy bajo (menos de 200 dólares), bajo (entre
200 y menos de 500 dólares), medio (entre 500 y menos de 2 000 dólares), alto
(entre 2 000 y menos de 4 000 dólares) y muy alto (más de 4 000 dólares).

Al hacer una codificación como la anterior, se pierde la estructura algebraica
de R pero se mantiene la de orden y quizás se gana en síntesis. La utilidad de
una codificación como ésta sólo se verá a la luz de los objetivos del estudio y las
herramientas de que se disponga.

Algunos autores llaman a las variables escalas de medida y las clasifican
en cuatro tipos: nominal, ordinal, intervalo y razón. Los dos primeros grupos
corresponden a las variables cualitativas que se han llamado de la misma manera.
Las variables tipo intervalo son variables cuantitativas tales que no existe un
cero absoluto y no existen operaciones de multiplicación y división, además la
distancia entre los números de la escala es igual; un ejemplo es la temperatura.
Las variables de tipo razón son las variables cuantitativas que cuentan con un
cero absoluto que representa la ausencia total de medida y se puede realizar
cualquier operación aritmética o lógica; algunos ejemplos son peso, estatura o
salario. En este texto no se usará esta clasificación de las variables.

1.2 Tablas de datos

Para hacer un análisis de datos, generalmente se disponen los datos en arreglos
rectangulares en forma de matriz, llamados tablas de datos. En ellas, las filas y
columnas describen a individuos o variables, según sea el caso. A continuación
se presentan los principales tipos de tablas de datos.

1.2.1 Tablas de individuos × variables

En las tablas de individuos por variables, los individuos se asocian con las filas
y las variables con las columnas. Esto es, cada fila representa a un individuo y
cada columna representa a una variable.

Ejemplo 12 Considérese que se han observado 7 variables cuantitativas so-
bre un grupo de 10 estudiantes. Las primeras cinco variables son las notas
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para todo j = 1, 2, . . . , p y todo k = 1, 2, . . . , q. Esto quiere decir que las varia-
bles son independientes si la proporción de individuos que poseen simultánea-
mente xj y yk, entre los que poseen yk, es la misma proporción de aquéllos que
poseen xj en la población total.

Una manera de caracterizar las diferencias entre los xjk y los x′
jk es mediante

la cantidad χ2 (léase chi-cuadrado):

χ2(x,y) =

p∑

j=1

q∑

k=1

(xjk − x′
jk)

2

x′
jk

es decir

χ2(x,y) =

p∑

j=1

q∑

k=1

1

x··

(x··xjk − xj·x·k)2

xj·x·k
. (1.5)

Esta cantidad representa la diferencia entre el producto de las frecuencias rela-

tivas teóricas
x′

jk

x··
=

xj·
x··

× x·k
x··

y las frecuencias relativas observadas
xjk

x··
. La

asociación entre x y y será mayor conforme χ2(x,y) sea grande, y χ2(x,y)
será cercano a cero en el caso de independencia entre x y y. Se puede probar
que (ver ejercicio 4 al final del capítulo):

χ2(x,y) = x··

p∑

j=1

q∑

k=1

x2
jk

xj·x·k
− x··

También es muy usado el coeficiente de contingencia de Pearson, denotado Φ2:

Φ2(x,y) =
χ2(x,y)

x··

y el T 2 de Chuprov:

T 2(x,y) =
Φ2(x,y)√

(p − 1)(q − 1)
=

χ2(x,y)

x··
√

(p − 1)(q − 1)
.

El Φ2 elimina el efecto del tamaño de una muestra y sirve para comparar dos
tablas de contingencia de las mismas dimensiones, mientras que el T 2 elimina
además el efecto del número de modalidades, por lo que puede servir para com-
parar cualquier par de tablas de contingencia. Además, el T 2 está comprendido
entre 0 y 1 (ver ejercicio 5).
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lo cual se puede interpretar como que la asociación entre el salario y el nivel
educativo es del 73.85% para ese grupo de individuos.

Debe observarse que η no identifica el sentido de la relación entre las varia-
bles x y y, como lo hace r para el caso cuantitativo.

Ejercicios

1. Sea x una variable cuantitativa y sea a una constante.

(a) Se define la nueva variable y = x+a, entendiéndose que la constante
a se suma a cada observación de la variable x. Pruebe que ȳ = x̄+a
y que var y = var x.

(b) Se define la nueva variable y = ax, donde la constante a se multi-
plica a cada observación de la variable x. ¿Cuánto es ȳ y var y?

2. Sea x una variable cuantitativa.

(a) Considérese la operación de centraje, que se define como
y = x− x̄. Pruebe que la media de y es cero.

(b) Considérese la operación de estandarización, que se define como
y′ = x

σx
. Pruebe que la desviación estándar y la varianza de y′

son iguales a 1.

(c) Concluya que z = x−x̄
σx

tiene media cero y varianza uno.

3. Sean x,y dos variables cuantitativas y sean a, b dos constantes. ¿Qué
relación hay entre cov (ax, by) y cov (x,y)? ¿Qué relación hay entre
r(ax, by) y r(x,y)? Indique cuanto es cov (x + a,y).

4. Demuestre que, dadas dos variables cualitativas x y y con p y q mo-
dalidades, respectivamente, el índice de chi–cuadrado tiene la siguiente
propiedad:

χ2(x,y) = x··

p∑

j=1

q∑

k=1

x2
jk

xj·x·k
− x··

5. Sean x y y dos variables cualitativas. Pruebe que el T 2 de Chuprov
cumple: 0 ≤ T 2(x,y) ≤ 1.

6. Considere la siguiente tabla de datos con dos variables cualitativas:
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sexo profesión
masculino oficinista
masculino obrero
femenino obrera
femenino artista
femenino artista
femenino oficinista
masculino artista
masculino oficinista
femenino artista

Haga una codificación disyuntiva completa de la tabla de datos.
Con las matrices asociadas a la codificación anterior, construya la tabla de
contingencia que cruza a las dos variables cualitativas.

7. Sean x una variable cuantitativa y y una variable cualitativa con q moda-
lidades. Se denota x̄j a la media de x calculada sobre los individuos que
presentan la modalidad j de y, para todo j = 1, . . . , q. Es decir,

x̄j =
1

µj

∑

yi=j

pixi.

(a) Pruebe que la varianza de x se descompone como:

var (x) =

q∑

j=1

µj(x̄j − x̄)2 +

q∑

j=1

∑

yi=j

pi(xi − x̄j)
2

donde µj =
∑

yi=j pi es la suma de los pesos de los individuos
que presentan la modalidad j de y. El primer término de esta suma
se llama la varianza inter–clases, y el segundo término se llama la
varianza intra–clases.

(b) Pruebe que 0 ≤ η(x,y) ≤ 1.
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