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Capitulo 1

Estadistica Descriptiva

1.1 Elementos de Estadistica

La Estadistica trata de estudiar datos producidos en diversas situaciones. El es-
tudio de tales datos puede ser con diversos fines, dependiendo del campo de
procedencia de los datos. Debido a la dificultad de extraer a simple vista toda la
informacién que los datos poseen, o bien las tendencias que tienen, la Estadistica
trata de “entender” cudles son las estructuras que los datos encierran intrinseca-
mente. La Estadistica consiste entonces en una serie de técnicas ttiles para el
andlisis de los datos producidos u observados, en un cierto contexto, de ma-
nera que se puedan hacer resimenes utiles, tanto a través de indices numéricos
como gréficos.

En la actualidad, los datos son producidos en casi todas las disciplinas y
actividades del ser humano: en Ciencias Sociales, Economia, Mercadotecnia,
Ciencias del Comportamiento, Ciencias Médicas, Ciencias Agricolas, Fisica,
Meteorologia, Educacién, Biologia, Quimica, etc. En general, casi cualquier
actividad humana donde haya variables numéricas repetidas provenientes de la
observacion o de la experimentacion, es susceptible de ser ayudada por las técni-
cas estadisticas. También es cada vez mds comun que esas disciplinas acudan a
las técnicas multivariadas, ya que la complejidad de la informacién que manejan
obliga a un anélisis mds profundo que los simples promedios y porcentajes, que
no muestran las interrelaciones entre las distintas variables observadas. El de-
sarrollo actual de la computacién y los desarrollos metodoldgicos han permitido
abordar los grandes problemas del tratamiento de datos multivariados.



2 1.1 Elementos de Estadistica

En el presente capitulo se introduce la notacién y terminologia sobre las
que reposan las técnicas multivariadas, que se verdn mds adelante. Se empieza
definiendo lo que se entiende por individuos y variables, asi como la clasifi-
cacién de éstas. También se recuerdan los principales aspectos de la estadistica
descriptiva simple [118], aunque se supone que la mayor parte de los lectores las
maneja comodamente.

1.1.1 Individuos o unidades estadisticas

Todo estudio estadistico se hace sobre un conjunto de individuos, que son el
objeto de observacion.  Estos individuos u objetos de un andlisis es lo que
comuinmente se llaman unidades estadisticas. Una unidad estadistica es la enti-
dad sobre la que se quieren obtener los datos para ser analizadas.

Al conjunto de todas las unidades estadisticas se le llama poblacion. Una
parte de la poblacién se llama una muestra, aunque estadisticamente se buscard
trabajar con una muestra representativa de la poblacion es el sentido de que
mantenga la misma naturaleza de la poblacién. En esta obra no se tratan asun-
tos relacionados con las muestras ni con la manera de seleccionarlas. El lector
interesado puede consultar [53], [103] 6 [30] para una descripcién de los princi-
pales métodos de muestreo.

Ejemplo 1 Supdngase que se quiere conocer las caracteristicas de los asegu-
rados al régimen de Seguridad Social, como por ejemplo su ocupacion, su sexo,
su estado civil, el niimero de hijos que tienen, etc. Entonces los individuos u
objetos de estudio son los asegurados. La poblacion es el conjunto de todos los
asegurados, pero para un estudio particular se puede extraer una muestra.

Ejemplo 2 Supdngase que se quiere estudiar la eficiencia de las clinicas del
pais. Para ello, entre otras cosas, podria considerarse el conteo del niimero de
médicos y demds personal que tiene cada clinica, el niimero de personas que ha
atendido en un periodo de tiempo (por ejemplo, en el iiltimo aiio), el niimero de
habitantes que tiene la comunidad a la que atiende, etc. Entonces los individuos
u objetos del andlisis son las clinicas.

En el enfoque del Andlisis de Datos, generalmente no se plantea el
problema de si los datos provienen de una muestra o de toda la poblacién.
Dichosamente, los resultados del Anélisis en Componentes Principales —y por

ANALISIS MULTIVARIADO DE DATOS. METODOS Y APLICACIONES



J. TREJOS — W. CASTILLO — J. GONZALEZ 3

ende de los métodos que derivan de él— no dependen de esta diferencia en el
origen de los datos, y lo mismo ocurre con los métodos de clasificacion. Desde
luego, una vez obtenidos los resultados de un método multivariado, se pueden
hacer ciertas pruebas de hipdtesis para chequear la calidad de éstos o para fa-
cilitar la interpretacion. Ahora bien, lo importante es destacar que no se hacen
supuestos a priori sobre la distribucién de probabilidad de las variables, ya que
se trabajara directamente con los datos observados de manera que se trate de
buscar el modelo a partir de los datos, sin imponer un modelo desde el principio.
En el caso de trabajar con una muestra, la validez de extrapolar los resultados
obtenidos a toda la poblacién, dependerd de la representatividad de la muestra.
Es decir, dependera de si la muestra fue obtenida por algiin método confiable.

Pesos de los individuos

En algunos métodos de Andlisis de Datos, es importante tomar en cuenta que
las unidades estadisticas o individuos pueden tener distinta importancia en un
estudio. A la importancia relativa que puede tomar un individuo, se le llama
peso o ponderacion.

Se supondra que los n individuos estdn ponderados por pesos positivos
P1, P2, - - ., Pn tales que p1 + --- 4+ p, = 1. En muchas ocasiones, estos pe-
sos seran iguales para todos los individuos, en cuyo caso p; = 1/n para todo
individuo 7. Salvo que se especifique lo contrario, se supondrd que los pesos son
iguales. Este es el caso usual en una encuesta. Por ejemplo, en caso de que se
tengan 1000 individuos y todos con la misma importancia, entonces el peso de
cada uno es 1/1000.

Ejemplo 3 Si se quiere estudiar la evolucion de los porcentajes de votacion
obtenidos por los distintos partidos politicos, segiin cada provincia, y se dispone
tinicamente de los porcentajes de votos obtenidos por cada partido, entonces las
unidades estadisticas son las provincias y la ponderacion de cada provincia serd
el numero de votantes de la misma, dividida entre el numero total de individuos.
Por ejemplo, supongase que se sabe que el partido PXY obtuvo en la pasada
eleccion 42% de los votos en Limon, 47% en Puntarenas, 52% en Cartago,
etc., entonces para calcular el porcentaje obtenido en el pais se sumardn los
porcentajes anteriores, pero ponderados por la poblacion respectiva. Asi, si el
niimero de votantes de Limon es 234,789, en Puntarenas es 287,376 y en Cartago
es 312,545, entonces se multiplicard 42% por 234,789, 47% por 287,376, 52%

ANALISIS MULTIVARIADO DE DATOS. MJETODOS Y APLICACIONES



4 1.1 Elementos de Estadistica

por 312,545y asi sucesivamente. Mds adelante se verd como calcular promedios
ponderados y otros indices cuando los pesos no son iguales.

1.1.2 Las variables de la estadistica

Una variable en estadistica, es aquello que se observa o mide sobre las unidades
estadisticas. Para cada individuo puede tomar un valor distinto, de ahi su nom-
bre. En términos matematicos, se puede definir como una funcién x del conjunto
de individuos {2 a un conjunto de valores. En vista de que los valores que puede
tomar X varian en ese conjunto, entonces se le da el nombre de variable' a x.

Ejemplo 4 Se quiere estudiar una serie de caracteristicasfisicas de un grupo de
personas. Entonces resultard de interés medir su estatura, su peso, el perimetro
del crdneo, su sexo, etc. Todas estas son variables: por ejemplo, el peso puede
tomar valores diferentes para todas las personas, o bien, puede ocurrir que algu-
nas de ellas tengan el mismo peso, pero otras lo tengan diferente. Lo importante
es que no tienen el mismo valor.

Dependiendo de la naturaleza del conjunto de posibles valores de la variable
se distinguen dos tipos principales de variables: las cuantitativasy las cualitati-
vas.

Variables cuantitativas

Una variable se llama cuantitativa o numérica cuando sus valores son nimeros,
ya sea reales o enteros.

Ejemplo 5 Son variables cuantitativas el peso, la edad y la estatura de una
persona, la temperatura de una habitacion, el niimero de camas de un hospital.

Entre las variables cuantitativas se distinguen dos tipos:

"Debe observarse que este término estadistico, que proviene del lenguaje de la probabilidad
variable aleatoria, no debe confundirse con el término usual en matematica de variable, en cuyo
contexto se usa ese término para designar a los elementos del dominio de la funcién (en este caso,
a los individuos), mientras que en la definicidn estadistica se usa el término variable para designar
a la funcién misma.

ANALISIS MULTIVARIADO DE DATOS. METODOS Y APLICACIONES
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e Las variables continuas son aquéllas que pueden tomar como valores cual-
quier nimero real, es decir, un valor con decimales. Siempre es importante
plantearse el asunto de las unidades de medida de una variable continua,
ya que en algunos casos pueden influir en los resultados de un anélisis.
Por ejemplo, son variables continuas el peso, la estatura, la temperatura,
un porcentaje. Puede observarse que las variables cuantitativas continuas
tienen una unidad de medida. Es decir, se miden en alguna unidad que
permita tener una idea de qué tanto posee un individuo de la caracteristica
representada por la variable.

Ejemplo 6 El peso® puede medirse en kilogramos, libras, miligramos,
toneladas, etc. El uso de una unidad dependerd de la naturaleza de las
unidades estadisticas. Por ejemplo, si se trata de personas, entonces el
peso se mediria en kilogramos o libras; si se trata de pastillas contra el
dolor de cabeza y se quiere medir el peso de la aspirina contenida, en-
tonces éste se puede medir en miligramos; si se trata de exportaciones de
café, entonces éstas se pueden medir en toneladas. Se debe notar que en
algunos andlisis que se estudiardn mds adelante, las unidades de medida
pueden tener influencia en los resultados, por lo que se recomienda tener
cuidado en la escogencia de las mismas.

e Las variables discretas, también llamadas de conteo, son aquéllas que
s6lo pueden tomar valores discretos, es decir, nimeros enteros positi-
vos. Son variables discretas, por ejemplo, el nimero de estudiantes en un
aula, el nimero de hijos de un familia, la edad (dada en afios cumplidos).
Las variables discretas tienen por lo general los nlimeros enteros positi-
vos como unidad de medida (aunque por ejemplo la edad tiene unidad de
medida el nimero de afnos).

Variables cualitativas

Si la variable puede tomar su valor solamente en un conjunto finito de posibili-
dades, tales que todas ellas significan una cualidad o atributo, entonces se llama
una variable cualitativa o categdrica.

Ejemplo 7 El sexo de una persona es una variable cualitativa, pues un indivi-
duo solo puede tener dos cualidades para esta variable: masculino o femenino.

%Para efecto didacticos, a lo largo de este texto se usa el concepto de peso y masa como
sinénimos.
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Ejemplo 8 El estado civil de una persona es una variable cualitativa, pues un
individuo solo puede tener una de seis cualidades: soltero, casado, divorciado,
separado, viudo, en union libre. Es decir, hay un conjunto finito de posibilidades,
todas ellas excluyentes entre si.

Las posibles cualidades que tiene una variable cualitativa, se llaman las mo-
dalidades de la variable. Algunos autores las llaman también categorias o
atributos.

Se distinguen tres tipos de variables cualitativas:

e Si las modalidades estan ordenadas, entonces la variable se llama ordinal.
Por ejemplo, la variable nivel de estudios es ordinal, ya que sus modali-
dades estan ordenadas segtin la duracion de los estudios: las modalidades
podrian ser por ejemplo sin educacidén, educacion primaria incompleta o
completa, educacién secundaria incompleta o completa, técnica, universi-
taria.

e Si las modalidades no estdn ordenadas, entonces la variable se llama no-
minal. Por ejemplo, el sexo o el estado civil son variables nominales ya
que las modalidades de estas variables no tienen un orden légico.

e Un caso especial de variable cualitativa nominal es cuando se tienen solo
dos modalidades que reflejan la presencia o la ausencia de una cualidad;
este tipo de variables se llaman binarias, dicotomicas o de presencia—

. . .
ncancia Por eiemnlo. <1 in
ausencia. ror ¢jempio, s1 ur

"EJ
C

enfermedad.

Codificacion de variables cualitativas. Para las variables cualitativas, un as-
pecto de suma importancia es el de la codificacion. Por ejemplo, para la variable
sexo, se puede pensar en codificar la modalidad “femenino” como 1 y la modali-
dad “masculino” como 0. Sin embargo, es claro que tal escogencia es totalmente
arbitraria, ya que perfectamente se pudo haber escogido 1 para femenino y 2 para
masculino, o cualquier otra cosa, siempre que el cédigo asignado a cada modali-
dad sea diferente con el fin de no crear ninguna ambigiiedad. La codificacién es
en general necesaria en vista de que la mayoria de los programas de computacién
manipulan informacién numérica. Por lo tanto, este es un asunto al que hay que
prestarle la mayor importancia en el momento de elaborar un cuestionario y de
tabularlo.
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Ejemplo 9 En la prdctica, la variable sexo puede aparecer codificada de la
siguiente manera:

Estudiante | Sexo Estudiante | Sexo
Ana 1 Ana 1
Juan 2 o bien Juan 0
Pedro 2 Pedro 0
Carmen 1 Carmen 1
Luis 2 Luis 0

Hay muchos programas estadisticos que necesitan hacer una codificacion
disyuntiva completa, esto es, poner una columna completa para cada modalidad.

Ejemplo 10 El ejemplo anterior (9) quedaria codificado en forma disyuntiva
completa como sigue:

Sexo
Estudiante | Feme. Masc.
Ana 1 0
Juan 0 1
Pedro 0 1
Carmen 1 0
Luis 0 1

Las columnas de la tabla del ejemplo 10, se llaman las indicatrices o indi-
cadoras de cada modalidad: un 1 indica que el individuo correspondiente posee
la modalidad y un O que no la posee. Es claro que las modalidades de la variable
cualitativa definen una particion sobre el conjunto de individuos. La particion en
el ejemplo 10 seria { Ana,Carmen}, {Juan,Pedro,Luis}.

Como para toda particion, las clases tienen asociada una funcidn caracteris-
tica: esta funcién es precisamente la indicatriz de la modalidad.

Discretizacion de una variable cuantitativa. Por otro lado, es claro que cual-
quier variable cuantitativa puede “codificarse” como variable cualitativa, estable-
ciendo niveles en el rango de la variable cuantitativa. Este proceso se conoce
como discretizacion de una variable cuantitativa.
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Ejemplo 11 Para ciertos andlisis, puede ser mds itil manipular el salario como
variable cualitativa que como cuantitativa: se puede entonces pensar en estable-
cer categorias de salario, como muy bajo (menos de 200 dolares), bajo (entre
200 y menos de 500 dolares), medio (entre 500 y menos de 2 000 dolares), alto
(entre 2 000 y menos de 4 000 dolares) y muy alto (mds de 4 000 délares).

Al hacer una codificacién como la anterior, se pierde la estructura algebraica
de R pero se mantiene la de orden y quizds se gana en sintesis. La utilidad de
una codificacién como ésta sélo se verd a la luz de los objetivos del estudio y las
herramientas de que se disponga.

Algunos autores llaman a las variables escalas de medida y las clasifican
en cuatro tipos: nominal, ordinal, intervalo y razén. Los dos primeros grupos
corresponden a las variables cualitativas que se han llamado de la misma manera.
Las variables tipo intervalo son variables cuantitativas tales que no existe un
cero absoluto y no existen operaciones de multiplicacion y division, ademds la
distancia entre los nimeros de la escala es igual; un ejemplo es la temperatura.
Las variables de tipo razén son las variables cuantitativas que cuentan con un
cero absoluto que representa la ausencia total de medida y se puede realizar
cualquier operacion aritmética o légica; algunos ejemplos son peso, estatura o
salario. En este texto no se usard esta clasificacion de las variables.

1.2 Tablas de datos

Para hacer un andlisis de datos, generalmente se disponen los datos en arreglos
rectangulares en forma de matriz, llamados tablas de datos. En ellas, las filas y
columnas describen a individuos o variables, segin sea el caso. A continuacién
se presentan los principales tipos de tablas de datos.

1.2.1 Tablas de individuos x variables

En las tablas de individuos por variables, los individuos se asocian con las filas
y las variables con las columnas. Esto es, cada fila representa a un individuo y
cada columna representa a una variable.

Ejemplo 12 Considérese que se han observado 7 variables cuantitativas so-
bre un grupo de 10 estudiantes. Las primeras cinco variables son las notas
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obtenidas por los estudiantes en cinco materias: Matemdticas (Mate), Ciencias
(Cien), Espaiiol (Espa), Historia (Hist) y Educacion Fisica (EdFi), todas ellas
en escala de 0 a 10, y las otras dos variables son el peso del estudiante (medido
en libras) y la estatura (medida en centimetros). Los datos se presentan en la
Tabla 1.1.

Estudiante | Mate Cien Espa Hist EdFi Peso Estatura
(Ibs.)  (cms.)
Lucia 7.0 6.5 92 86 80 126 162
Pedro 7.5 94 73 70 70 140 168
Inés 7.6 9.2 80 80 75 130 169
Luis 5.0 6.5 65 7.0 90 150 172
Andrés 6.0 6.0 78 89 73 142 165
Ana 7.8 9.6 77 80 65 128 165
Carlos 6.3 6.4 82 9.0 72 144 170
José 79 9.7 1.5 80 6.0 134 165
Sonia 6.0 6.0 65 55 8.7 135 170
Maria 6.8 7.2 87 9.0 70 128 166

Tabla 1.1: Tabla de datos de las notas escolares con peso y estatura.

Ejemplo 13 Al realizar una encuesta, normalmente se disponen los datos en
una tabla de individuos X variables. Considérese que en una encuesta se ha
recogido informacion como el nombre, el sexo, la edad, el estado civil, el niimero
de hijos, el ingreso mensual bruto, etc. Entonces la tabla de datos tendria una
forma como la mostrada en la Tabla 1.2.

Numero de Estado Numero  Ingreso
encuestado | Sexo  Edad civil de hijos  mensual
(afios) (colones)

001 M 34 Casado 1 356.000
002 F 24 Soltera 0 188.000
003 F 52 Divorciada 2 141.000
004 M 46 Soltero 0 170.000
005 F 38 Casada 3 592.000

Tabla 1.2: Parte de una tabla de datos proveniente de una encuesta.

Generalmente, en una tabla de datos como la Tabla 1.2 se codifican las va-
riables cualitativas, de modo que la tabla puede ser almacenada en una base de
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datos o archivo numérico, para lo cual el usuario debe sefialar los c6digos aso-
ciados a cada modalidad. Dependiendo del software estadistico que se use, el
mismo permitird cierta forma de hacer esta codificacion.

Supéngase que se tienen n individuos descritos por p variables. Se denota
X a una tabla de datos de filas x columnas, entonces X es un matriz que tiene
n filas y p columnas.

La tabla de datos se puede ver como sigue:

xI x2 ... xJ ... xP
X1 |11 T12 X1ttt Tlp
X2 |21 X222 X245 . X2p
X =
Xi | Tl Tig o Ty v Tip
Xn | Tnl Tp2 *°° Tpj - Tnp

En general, en la notacién x;; para la entrada (4, j) el primer subindice de-
nota al individuo ¢ y el segundo subindice a la variable j. Por otro lado, se
distinguird a los individuos de las variables poniendo subindice a los individuos
y superindice a las variables: x; denota al individuo 4 y x7 denota a la variable ;.

Este tipo de tablas serdn usadas mds adelante, en técnicas como el Andlisis
en Componentes Principales, y Ia Clasificacion Automdtica. En aigunos casos
especiales, también se podria usar el Andlisis Factorial de Correspondencias.

1.2.2 Tablas de variables x variables

Se trata de tablas en que tanto las filas como las columnas describen a variables,
0 a modalidades de éstas en el caso cualitativo. Es el caso de las tablas de con-
tingencia que se analizan en Anélisis Factorial de Correspondencias o las tablas
de Burt para Anélisis de Correspondencias Multiples.

Sean x y y dos variables cualitativas que poseen respectivamente las moda-
lidades x!, x2, ..., x? y y!, y2, ..., y%. Se puede entonces construir la tabla
estadistica siguiente, que resulta de cruzar las variables x y y: la entrada (7, k)
de la tabla representa el niimero de individuos que poseen simultdneamente las
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modalidades x7 y y*. Ese niimero se denotard z k. Una tabla de datos construida
de esta forma se llama rabla de contingencia o tabla cruzada, también conocida
como tabla de doble entrada. El andlisis de este tipo de tablas se introduce en la
seccion 1.3, pagina 17, y se desarrolla en el capitulo 4 sobre Andlisis Factorial
de Correspondencias.

Ejemplo 14 En una encuesta se ha preguntado por el nivel de estudios de un
conjunto de 1 200 presonas, asi como por su nivel de ingresos. Los ingresos han
sido codificados de la siguiente forma:

salario muy bajo: menos de 200 dolares mesuales

salario bajo: entre 200y menos de 500 délares mensuales
salario medio: entre 500y menos de 2 000 mesuales
salario alto: entre 2 000y menos de 4 000 mensuales

salario muy alto: 4 000 mensuales o mds.

Entonces los datos se han dispuesto en una tabla tal que cada casilla con-
tiene el niimero de personas entrevistadas con determinado nivel de estudios y
determinado nivel de salario. La tabla de contingencia obtenida se muestra en
la Tabla 1.3.

Nivel de Nivel de salario

estudios Bajo Medio Alto Muy alto Total
Ninguno 200 21 2 0 223
Primario 217 45 5 6 273
Técnico 156 105 46 32 339
Secundario 73 93 24 2 192
Universitario 6 86 52 29 173
Total 652 350 129 69 1200

Tabla 1.3: Tabla de contingencia que cruza el nivel de salario con el nivel de estudios.

Ejemplo 15 Una tabla, o matriz, de Burt cruza varias variables cualitativas.
Considere el caso de una encuesta efectuada en el aiio 2004 en el Instituto Tec-
nolégico de Costa Rica (ITCR), acerca del servicio del comedor. Para ilustrar
este ejemplo, se consideran solamente 4 de las variables medidas sobre 147 en-
cuestados:
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Edad: se dispone de la edad en afios cumplidos de los encuestados, y se ha
recodificado en 4 intervalos:

1: de 25 aiios o menos,

2: entre 26 y 35 afios,

3: entre 36 y 45 afios,

4: de 46 afios o mads.

Sexo: el género de cada encuestado se ha codificado en femenino (f) o mas-
culino (m).

Ocupacién: esta variable tiene 3 categorias:

o E: estudiante,
e D: docente,
o A: administrativo.
Rapidez: Se pregunta la opinion acerca de la rapidez del servicio de la Soda-
Comedor del ITCR, con 4 modalidades (nadie repondio “muy buena"):
o MM: muy mala,
e M: mala,
o R: regular,

e B: buena.

La tabla de Burt generada, para estas 4 variables, se muestra en la Tabla
1.4. Mds adelante, se retomard este ejemplo para ilustrar algunas de las técni-
cas de andlisis multivariado.

1.2.3 Tablas de individuos x individuos

Se trata de tablas que tienen tanto por filas como por columnas a individuos. Un
caso tipico es una tabla de distancias: en la entrada (i, ¢’) de la matriz se tiene la
distancia calculada entre el individuo 4 y el individuo ¢’, denotada d(x;, x;/). Es-
tas tablas son muy usadas en Clasificacién Automatica y en Escalamiento Mul-
tidimensional.
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Edad Sexo Ocupacién Rapidez

1 2 3 4|/F M|E D A|MM M R B
<2593 0 0 O |36 57[92 0 1 0 9 42 42
263510 18 0 O]|6 12|14 6 8 0 0 9 9
364510 0 24 O |13 110 7 17| 1 0 12 11
>4510 0 O 12|12 100 6 6 0 1 4 7
F 36 6 13 2 |57 037 3 17| 1 4 24 28
M |57 12 11 10| 0 90|59 16 15| O 6 43 41
E 92 4 0 0|37 59|19 0 O 0 9 43 44
D 0O 6 7 6|3 160 19 0 0 0 13 6
A 1 8 17 6 |17 150 0 32| 1 1 11 19
MM (O 0 1 O|1 0[]0 0 1 1 0 0 0
M 9 0 0 1|4 69 0 1 0O 10 0 O
R 42 9 12 4 |24 43143 13 11| O 0 67 0
B 42 9 11 7 |28 41|44 6 19| O 0 0 69

Tabla 1.4: Tabla de Burt entre 4 de las variables acerca del servicio de comedor del
ITCR.

Ejemplo 16 Considérese la Tabla 1.5 de datos que muestra la distancia en linea
recta (en kilometros) entre algunas ciudades de Costa Rica: San José (S.J.), Ala-
juela (Ala.), Cartago (Car.), Heredia (Her.), Puntarenas (Pun.), Limon (Lim.),
Liberia (Lib.) y Golfito (Gol.). Es un ejemplo tipico de tabla de individuos x
individuos, donde los individuos son las ciudades.

S.J. Ala. Car. Her. Pun. Lim. Lib. Gol.
San José 0 18.0 18.0 9.0 82.5 1140 168.0 1725
Alajuela 18.0 0 36.0 10.5 675 1275 1500 184.5
Cartago 18.0 36.0 0 25.5 99.0 975 186.0 157.5

Heredia 9.0 105 255 0 78.0 1185 160.5 181.5
Puntarenas | 82.5 675 99.0 78.0 0 1950 975 2325
Limén 1140 1275 975 1185 195.0 0 2715 150.0
Liberia 168.0 1500 186.0 160.5 975 2715 0 330.0
Golfito 1725 1845 1575 1815 2325 150.0 330.0 0

Tabla 1.5: Tabla de datos con la distancia entre algunas ciudades.

Ejemplo 17 Se dispone de una matriz de datos donde 10 estudiantes de sexto
grado han calificado la afinidad que tienen por cada uno de sus comparieros. Por
filas se tienen las notas que asignan los estudiantes, entre 1y 5, y por columnas
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las notas que les son asignadas por sus comparieros. Una matriz de este tipo
es llamada una sociomatriz. El grupo estd formado por 5 mujeres y 5 varones.
En la diagonal, se han colocado las notas mdximas, para la calificacion de un
estudiante a si mismo. Los datos se presentan en la Tabla 1.6.

Iren Flor Beat Silv Hele Anto Migu Fede Este Dieg
Irene 5 4 5 2 3 2 2 2 3 2
Flor 5 5 4 3 4 3 3 3 4 3
Beatriz 4 5 5 2 3 3 3 4 3 3
Silvia 2 4 5 5 5 2 3 3 4 3
Helena 3 4 4 5 5 1 2 2 2 1
Antonio | 1 3 1 2 1 5 5 2 3 2
Miguel 2 4 3 2 2 5 5 2 3 3
Federico| 3 4 4 3 3 3 3 5 4 4
Esteban | 2 5 3 3 3 4 4 4 5 3
Diego 2 4 3 3 2 4 3 3 5 5

Tabla 1.6: Tabla de datos: sociomatriz en que 10 estudiantes de sexto grado califican la
afinidad hacia cada uno de sus compaifieros.

1.3 Analisis estadisticos univariados y bivariados

Siempre que se haga un andlisis de datos, es imprescindible tener un conoci-
miento profundo del comportamiento individual de cada variable. Atn si el ob-
jetivo es hacer un andlisis multivariado, esta etapa previa de profundizacién es
indispensable.

Para ello, se han definido varios indices que miden este comportamiento y
se han disefiado varias técnicas, en su mayoria con apoyo grafico, para tener una
mejor visién de lo que mide o explica cada variable. Se puede decir que lo que
se quiere es un resumen numérico y un resumen grafico de la variable. A este
tipo de andlisis se le llama anélisis de una variable o analisis univariado.

Segun sea la naturaleza de las variables hay diferentes tipos de anélisis uni-
variados que se pueden hacer. A continuacion se recordardn rdpidamente los
principales indices y graficos univariados y bivariados. El lector interesado
puede consultar mas ampliamente sobre este punto en [47] o bien [118].

Analisis estadistico univariado. Si la variable a analizar es cuantitativa, se
medirdn su tendencia central y su dispersion. Entre las primeras se cuentan la
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media, la mediana y la media de los valores extremos. Los cuartilos y percentiles
permiten tener una idea del comportamiento de una variable segiin su orden.
Entre las principales medidas de dispersién estdn la desviacion estandar (y su
cuadrado, la varianza), la desviacion media, la desviacion mediana, la desviacion
cuartil y la extension. El coeficiente de variacion es el cociente de la desviacién
estdndar entre la media.

Si x1,29,...,x, son las observaciones de la variable cuantitativa x y
D1, P2, - - -, Pp SON las ponderaciones3 de los individuos, es usual denotar su me-
dia por x:
n
X = piti, (1.1)
i=1

su desviacion estandar o:

n n
Op = Zpl(xl -x)2= Zp,a:f — X2 (1.2)
i=1 i=1

y su varianza var (x):
var (x) = o2. (1.3)

T

Si la variable a analizar es cualitativa o binaria, se calculan las frecuencias
(absolutas y relativas) de cada modalidad, y en caso de ser ordinal la variable, es
usual calcular también las frecuencias acumuladas.

Los principales graficos asociados a una variable cuantitativa son general-
mente los histogramas (que pasan por la escogencia de un nimero de clases
en las que se distribuyen las observaciones, construyéndose una distribucién de
frecuencias), las cajas de dispersion (o boxplot) y los diagramas tallo-hoja. Es-
tos gréficos permiten tener una idea de la dispersion y distribucién de los datos
[118].

En el caso de una variable cualitativa, hay una serie de graficos que se usan,
dependiendo de los intereses en la descripcién, como los graficos de barras, de
bastones o circulares, que representan proporcionalmente a las frecuencias.

Recuérdese que en el caso usual, se tiene p; = 1/n.
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Analisis estadistico bivariado. FEl analisis bivariado consiste en el estudio de
las relaciones entre parejas de variables, y también forma parte de la descripcién
simple de una tabla de datos.

En el caso de tener dos variables cuantitativas, se suele hacer el diagrama de
dispersion, el cual grafica en ejes de abscisas y de ordenadas a las dos variables,
y permite ver la asociacion entre ellas. El coeficiente de correlacion lineal
—también llamado coeficiente de correlacién de Pearson— denotado 7, es una
cuantificacién de la relacién entre dos variables cuantitativas x y y:

cov (x,y)
r(x,y) = #7
x0y

donde la covarianza es:
n n
cov (x,y) = > _pi(wi —X)(yi = ¥) = Y _ pixiyi — XY
i=1 i=1

Posteriormente se probard que —1 < r(x,y) < 1. El coeficiente de correlacién
lineal se interpreta asi:

e Sir(x,y) ~ 1: hay una fuerte correlacion directa, esto significa que a
valores grandes de x corresponden valores grandes de y y que a pequefos
valores de x corresponden pequefios valores de y. Es decir, las variables
tienen un comportamiento similar sobre todos los individuos. Lo anterior
se puede ilustrar en el diagrama de dispersion que se muestra en la Figura
1.1(a).

e Sir(x,y) =~ 0: no hay correlacion, esto significa que a valores grandes de
x corresponden tanto valores grandes como pequefios de y, y que a valores
pequefios de x también corresponden valores grandes como pequefios de
y. Es decir, el comportamiento de las variables no tiene ninguna relacién
entre si. Ver la Figura 1.1(b).

e Sir(x,y)~ —1: hay una fuerte correlacién inversa, lo que significa que
a valores grandes de x corresponden valores pequefios de y, y a valores
pequefios de x correponden valores grandes de y. Es decir, las variables
tienen un comportamiento opuesto una de la otra. Ver la Figura 1.1(c).

Mais adelante se hard la interpretacion geométrica del coeficiente de correla-
cién lineal, como un coseno, lo que es muy importante para el desarrollo poste-
rior del andlisis multivariado.
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@r(xy)~1 (b) r(x,y)~0 ©rx,y)~ -1

Figura 1.1: El coeficiente de correlacion lineal muestra el tipo de relacién entre dos
variables cuantitativas

Si las dos variables son cualitativas, entonces se suele estudiar la independen-
cia entre las modalidades de las dos variables mediante un indice de asociacién,
que usualmente es el indice de chi—cuadrado (denotado x?); existe una técnica
factorial para el andlisis del tipo de dependencia entre las modalidades, que es
el Andlisis Factorial de Correspondencias, que ademds provee graficos de ficil
lectura. Esta técnica serd presentada en el capitulo 4.

Sean x y y dos variables cualitativas que poseen respectivamente las moda-

lidades x', x2, ..., x? y y', y%, ..., y%. Denotando xj la entrada (j, k) de

la tabla de contingencia, entonces se escribe, segun sea el caso, el total de la
modalidad x”:
q
k=1
el total de la modalidad y*:
p
T = Zl’jk,
j=1

y el tamafio de la muestra o de la poblacion total:

p q p
T YR ST 3) e
j=1 k=1

j=1 k=1

Zj. L.k

Denétese 7, la cantidad . Se dice que las variables x y y son inde-

pendientes si xjj, = x;k para todo j y todo k. Véase que la igualdad anterior es

equivalente a:
QTjk l’j‘
IR _ ) 1.4
Tk T (14
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paratodo j =1,2,...,pytodo k =1,2,...,q. Esto quiere decir que las varia-
bles son independientes si la proporcion de individuos que poseen simultdnea-
mente x’ y y*, entre los que poseen y*, es la misma proporcién de aquéllos que
poseen x/ en la poblacién total.

Una manera de caracterizar las diferencias entre los zj, y los 27, es mediante
la cantidad x? (léase chi-cuadrado):

es decir

9 1 (z.wj, — xj.1.5)>
Xy => > — . (1.5)

Esta cantidad representa la diferencia entre el producto de las frecuencias rela-
/

. Lo k Zy. T . . Tk

tivas tedricas —~ = ~Z x == y las frecuencias relativas observadas ~2~. La

asociacion entre X y y serd mayor conforme x2(x,y) sea grande, y x?(X,y)
serd cercano a cero en el caso de independencia entre x y y. Se puede probar
que (ver ejercicio 4 al final del capitulo):

y el T2 de Chuprov:

T2 (X, Y) — (1)2 (Xa y) — X2 (Xa y) .

Vip-1@g-1) z./p-1@-1)

El ®2 elimina el efecto del tamafio de una muestra y sirve para comparar dos
tablas de contingencia de las mismas dimensiones, mientras que el 7% elimina
ademads el efecto del nimero de modalidades, por lo que puede servir para com-
parar cualquier par de tablas de contingencia. Ademads, el 72 estd comprendido
entre 0 y 1 (ver ejercicio 5).

ANALISIS MULTIVARIADO DE DATOS. M[ETODOS Y APLICACIONES
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Ejemplo 18 Considérense los datos de la Tabla de contingencia 1.3 de la pd-
gina 11, que cruza el nivel de salario con el nivel de estudios en un conjunto
de 1200 entrevistados. Para calcular el indice de chi-cuadrado, se calculan los

22
términos wg’w’“ -, que son:
Nivel de Nivel de salario
estudios Bajo Medio Alto Muy alto
Ninguno 0.27511073 0.00565022 0.00013904 0
Primario 0.26455088 0.02119309 0.00070988 0.00191113
Técnico 0.11010369 0.09292035 0.04838672 0.04377752
Secundario | 0.04256933 0.12870535 0.02325581 0.00030193
Universitario | 0.00031916 0.12214698 0.12116323 0.07045321
Al calcular la suma de todos esos términos, multiplicarla por

n = x.. = 1200 y restarle n = x.., se obtiene que x*> = 448.04. Ademds,
®2 = 448.04/1200 = 0.3734y T? = 0.3734/(4 x 3) = 0.0311.

Supéngase ahora que se tiene una variable cuantitativax y una variable cuali-
tativa y con modalidades y1,y2, . . ., y4. Si bien es cierto que se podria analizar
la asociacién entre x y y discretizando x, por ejemplo construyendo un his-
tograma de x y calculando luego el indice de x?, es preferible no perder la infor-
macion de continuidad que posee la variable cuantitativa.

El cociente de correlacion mide la intensidad de la asociacion entre x y y,
calculando la dispersién que tiene x restringido en cada una de las modalidades
dey.

Ejemplo 19 Supongase que se tienen las siguientes variables, observadas sobre
20 individuos, x: salario en dolares y y: nivel de estudios, esta dltima con las
modalidades primario, secundario, técnicoy universitario. Agrupadas segiin las
modalidades de 'y, las observaciones son

Nivel de estudios Salario en ddlares Media de x
y X X
Primario $267 $503 $208 $198 $250 $263 $281.50
Secundario $845 $471 $310 $830 $614.00
Técnico $759 $1200 $810 $650 $854.75
Universitario $1500 $1113 $2300 $900 $2100 $1621  $1589.00
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Separando los datos segiin las modalidades de y y calculando la media para
cada uno de los grupos, se tiene que el salario medio para las personas con nivel
educativo primario es $281.50, para los de nivel secundario es $614.00, para
los de nivel técnico es $854.75 y para los de nivel universitario es $1589.00.
La media total es $854.90. Se puede ver que hay diferencias grandes entre los
salarios medios para cada modalidad de y y que los técnicos tienen un sala-
rio promedio muy parecido al de la media total, avin si ninguno de ellos tiene
realmente un salario medio.

El célculo del cociente de correlacién se basa en una comparacioén de las
medias de x para cada una de las modalidades de y. Sean X1,Xg, ..., X, las
medias de x para cada una de las ¢ modalidades de y. Entonces el cociente de
correlacién entre X y y es:

Var{)_{b)_{% - '7}_{(1}

n(x,y) = var (x)

q %2 _ %
D1 HiXG — X
n 2 o
Zi:l piry —X
donde var (x) es la varianza de x y donde var {X1,Xg,...,X,} es la varianza
de las medias, la cual debe ser calculada de manera ponderada de acuerdo con

el total de cada modalidad de y; esto es, siendo p; la suma de los pesos de los
individuos que tienen la modalidad j de y:

Hj = Zpi-

Yi=J

2

Se probard como ejercicio que el cociente de correlacién estd entre O y 1.
Cuando 7(x, y) esté cercano a 1 hay una fuerte asociacién entre x y y, y cuando
estd cercano a 0 hay muy poca asociaciéon. Una desventaja que tiene 7(x,y ), en
el caso en que y sea una variable cualitativa ordinal, es que no indica cuando una
relacién puede ser fuerte pero negativaentre X y y.

Ejemplo 20 Considerando los datos del ejemplo anterior (19), la varianza de
las medias es 271,913.68, la cual se calcula asi:

271,913.68 = 0.3 x (281.50 — 854.90)% + 0.2 x (614.00 — 854.90)2 +
+0.2 x (854.75 — 854.90)% + 0.3 x (1589.00 — 854.90)2.

La varianza total es 368,165.59 por lo que el cociente de correlacion es
271,913.68
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lo cual se puede interpretar como que la asociacion entre el salario y el nivel
educativo es del 73.85% para ese grupo de individuos.

Debe observarse que 7 no identifica el sentido de la relacién entre las varia-
bles x y y, como lo hace r para el caso cuantitativo.

Ejercicios

1. Sea x una variable cuantitativa y sea a una constante.

(a) Sedefine la nueva variable y = x+a, entendiéndose que la constante
a se suma a cada observacién de la variable x. Pruebe que y = X+a
y que vary = varx.

(b) Se define la nueva variable y = ax, donde la constante a se multi-
plica a cada observacién de la variable x. ;Cudnto es y y vary?

2. Sea x una variable cuantitativa.

(a) Considérese la operacion de centraje, que se define como
y = x — X. Pruebe que la media de y es cero.

(b) Considérese la operacion de estandarizacién, que se define como
y' = Z. Pruebe que la desviacién estdndar y la varianza de y’
Oz

son iguales a 1.

(c) Concluya que z = "Uj tiene media cero y varianza uno.
x

3. Sean x,y dos variables cuantitativas y sean a, b dos constantes. ;Qué
relacion hay entre cov (ax,by) y cov (x,y)? ;Qué relacion hay entre
r(ax,by) y r(x,y)? Indique cuanto es cov (x + a,y).

4. Demuestre que, dadas dos variables cualitativas x y y con p y ¢ mo-
dalidades, respectivamente, el indice de chi—cuadrado tiene la siguiente

propiedad:
, P4 a2
_ J
X(x,y) =x. Z Z . — .

5. Sean x y y dos variables cualitativas. Pruebe que el 72 de Chuprov
cumple: 0 < T?(x,y) < 1.

6. Considere la siguiente tabla de datos con dos variables cualitativas:
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sexo

profesion

masculino
masculino
femenino
femenino
femenino
femenino
masculino
masculino
femenino

oficinista
obrero
obrera
artista
artista

oficinista
artista

oficinista
artista

Haga una codificacién disyuntiva completa de la tabla de datos.
Con las matrices asociadas a la codificacion anterior, construya la tabla de
contingencia que cruza a las dos variables cualitativas.

7. Sean x una variable cuantitativa y y una variable cualitativa con ¢ moda-
lidades. Se denota X; a la media de x calculada sobre los individuos que
presentan la modalidad j de y, paratodo 5 = 1,...,q. Es decir,

_ 1
Xj = — Z DiX;.
/,L] yi=j

(a) Pruebe que la varianza de x se descompone como:

var () = 3 1 (%, —
j=1

}_{)2 + Z Z pi(Xi — )_Cj)Q

J=lyi=j

donde p; = Zyi:j p; es la suma de los pesos de los individuos
que presentan la modalidad j de y. El primer término de esta suma
se llama la varianza inter—clases, y el segundo término se llama la

varianza intra—clases.

(b) Pruebe que 0 < n(x,y) < 1.
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