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1. PROBABILIDADES

1.1. INTRODUCCION

La teoria de la probabilidad matematica tiene sus origenes en la
teoria de la casualidad, a pesar de que el concepto de
incertidumbre es tan antiguo como nuestra civilizacion.

Se sabe que el juego con dados tuvo un papel muy importante en
los inicios del desarrollo de la teoria de la probabilidad.

Alrededor del afio 3500 antes de Cristo los egipcios habian
desarrollado objetos de hueso, los cuales son considerados como
los precursores de los dados y por el ano 2000 A.C., ya estos
objetos eran virtualmente idénticos a los dados modernos.

En 1654, los matematicos franceses, Blaise Pascal y Pierre
Fermat, derivaron las probabilidades exactas para ciertos
problemas de juegos relacionados con dados, iniciando la Teoria
Matematica de la Probabilidad.

Una teoria méas sistematica de los juegos de azar fue
desarrollada por Jacob Bernoulli (4rs conjectandi; 1713),
Abraham de Moivre (The Doctrine of Chances; 1718) y Pierre
Simoéon de Laplace (Théorie analytique des probabilités; 1812).
Mas adelante Gauss 'y Laplace hicieron importantes
contribuciones en este campo, sobre todo en aplicaciones al
analisis numérico de los errores de mediciéon y al método de
minimos cuadrados.



El gran desarrollo de los seguros de vida en los comienzos del
siglo XIX fue posible gracias a la evolucion de la matematica
actuarial, que a su vez estuvo basada en la aplicaciéon de la
probabilidad a las estadisticas de mortalidad. Aplicaciones
adicionales a la demografia y a otras ramas de la ciencia fueron
hechas por Quetelet y su escuela.

La teoria de la probabilidad ha sido de fundamental importancia
en la fisica moderna, después de haber sido introducida por los
trabajos de Maxwell, Boltzman y Gibbs, en lo que se ha llamado
Estadistica Mecanica.

Actualmente la estadistica, que se apoya en la teoria de las
probabilidades, es una herramienta indispensable en la
investigacion cientifica y tecnologica. En la Economia, su
aplicacion ha dado origen a la Econometria, que es el desarrollo
de nuevos métodos estadisticos para la determinacidén de las
relaciones entre variables economicas, sugeridas por la teoria
econdmica.

En este capitulo se trataran los conceptos basicos de la teoria de
probabilidades, que fundamentan la teoria estadistica basica
sobre la cual se desarrolla la econometria, empezando con las
diferentes interpretaciones de probabilidad en la seccion 1.2.

En la tercera seccion se introduce el concepto de modelo
probabilistico y en la seccion 1.4 se hace un breve repaso de
algunos conceptos fundamentales de la teoria de conjuntos.

La seccion 1.5 desarrolla el tema de los métodos de conteo,
tales como permutaciones y combinaciones, importantes para
aquellos casos con un espacio muestral grande.

Las condiciones “necesaria”, “suficiente” y “necesaria Yy
suficiente” se definen en la seccion 1.6, mientras que la
definicidén axiomatica de probabilidad se presenta con detalle en
la seccion 1.7.



En la seccion 1.8 se define la probabilidad conjunta y marginal
y finalmente en las secciones 1.9 y 1.10, la probabilidad
condicional e independencia de eventos, respectivamente.

1.2. PROBABILIDAD

No obstante que la probabilidad es un concepto usado con
mucha frecuencia en la ciencia, asi como en la vida diaria, no
existe una definicidon cientifica tinica que sea aceptada por todos
los estadisticos.

A continuacion se describen las diferentes interpretaciones de
probabilidad, las cuales serdn muy utiles en la aplicacion de la
teoria de probabilidades a problemas practicos.

1.2.1 Interpretacion clasica de probabilidad

Segin esta interpretacién, la probabilidad de que ocurra un

determinado suceso estd dada por el cociente 1, donde m es el
m

total de resultados posibles “mutuamente excluyentes” e
“igualmente probables” y h es el total de ellos que se consideran
favorables al suceso.

Esta interpretacion estda basada en el concepto de resultados
igualmente probables, es decir, aquellos que, a priori, esperamos
que ocurran con igual frecuencia en un gran numero de
repeticiones del experimento aleatorio. Se supone también que
los resultados son mutuamente excluyentes, es decir, Ila
ocurrencia de uno imposibilita la ocurrencia de cualquier otro
resultado.

Ejemplo 1

Cuando se lanza una moneda existen dos posibles resultados,
escudo o corona. Se supone que ambos resultados son
igualmente probables y como la ocurrencia de escudo (corona)
impide la ocurrencia de obtener corona (escudo) al realizar el
experimento, es decir, los resultados son mutuamente



excluyentes, la probabilidad de obtener escudo es igual a h_1,
m 2

que también es igual a la probabilidad de obtener corona.
Ejemplo 2

Se lanza un dado ;Cudl es la probabilidad de obtener 5 o mas
puntos?

Es evidente que esta probabilidad es igual a: /1

h
m

[}

1
3

En general, si el resultado de un experimento aleatorio es
cualquiera de m diferentes resultados, todos igualmente
probables y mutuamente excluyentes, entonces la probabilidad
de cada resultado es 1/m.

Dos dificultades bésicas surgen cuando se trata de aplicar la
definicion clasica de probabilidad. La primera es la
dependencia de la definicion del supuesto de que todos los
resultados son igualmente probables, es decir, es una definicidon
circular. Si nos preguntaran por ejemplo, ;cual es la
probabilidad de obtener una corona cuando lanzamos una
moneda sesgada?, no estariamos en capacidad de responder a
dicha pregunta. La segunda dificultad es la imposibilidad de
asignar probabilidades a priori a situaciones fuera del dominio
de los juegos de azar. Por ejemplo, la probabilidad de que un
proyecto tenga éxito, la eficacia de una vacuna, etc.

Las dificultades anteriores asociadas con la definiciéon clasica
de probabilidad se pueden evitar si se adopta el siguiente
concepto frecuencial de probabilidad.

1.2.2 Interpretacion frecuencial de probabilidad

En muchos problemas la probabilidad de obtener un resultado

especifico se interpreta como la frecuencia relativa £, con la
n

cual dicho resultado se manifiesta en n repeticiones del
experimento y en f de las cuales ocurre el resultado de interés.
En general las repeticiones deber realizarse bajo condiciones



similares y el numero de ellas debe ser muy grande. Mas
precisamente, la probabilidad se define como el limite de las
frecuencias relativas cuando el nimero de repeticiones tiende a
infinito.

Ejemplo 3

La probabilidad de obtener el nimero dos al lanzar un dado es
1/6, debido a que se ha comprobado empiricamente que la
frecuencia relativa del nimero dos, obtenida cuando el dado se
lanza una gran cantidad de veces bajo condiciones similares, es
aproximadamente 1/6. //

El concepto de probabilidad como frecuencia relativa es
razonable intuitivamente. Sin embargo, presenta varias
limitaciones que le impiden convertirse en una definicidén
cientifica de probabilidad. Una limitacién es que depende del
numero de repeticiones del experimento, es decir, las
probabilidades empiricas son s6lo aproximaciones de los valores
limites. Ademadas, depende de la existencia de condiciones
similares para repetir el experimento y en la préctica existen
muchos problemas donde ellas no se cumplen, especialmente en
experimentos con seres humanos o que deben realizarse en
cortos periodos de tiempo. Finalmente, existe la posibilidad que
en algunos casos la frecuencia relativa no se acerque a un valor
limite.

1.2.3 Interpretacion subjetiva de probabilidad

En esta interpretacion, la probabilidad se considera como una
medida del grado de creencia racional que tiene una persona
sobre la ocurrencia de un suceso. Asi, la probabilidad que una
persona asignaria a un posible resultado de algun experimento
aleatorio representaria su propio juicio de la posibilidad de que
se obtuviera dicho resultado. El cdlculo estd basado en lo que
esa persona crea y la informacion relativa a ese experimento;
otra persona con otras creencias y diferente informacion puede
asignar otra probabilidad al mismo resultado.



Este enfoque es util en aquellos casos en que no es posible
utilizar ninguna teoria para calcular probabilidades a priori o
concebir una serie de repeticiones para obtener probabilidades a
posteriori.

Ejemplo 4

(Cual es la probabilidad de que ocurra un terremoto en una
determinada ciudad antes de que termine el presente siglo? //

Existen dos dificultades principales con esta interpretacion:

a) La posibilidad de que el juicio de una persona respecto
a la ocurrencia de un numero determinado de eventos
sea completamente consistente y también libre de
contradicciones es humanamente imposible.

b) La interpretacidén subjetiva no provee bases cientificas
para que dos o mas cientificos trabajando juntos en un
area de interés comun lleguen a una evaluacidon
similar.

1.3. MODELOS PROBABILISTICOS: EL ENFOQUE
AXIOMATICO

Uno de los objetivos principales de la teoria de la probabilidad
es construir modelos para describir eventos en el mundo real.

Para poder incluir tanto los enfoques clasico (a priori),
frecuencial (a posteriori) o subjetivo de la probabilidad,
evitando asi los inconvenientes de cada uno de ellos, la teoria
de la probabilidad ha tenido que desarrollarse a partir de un
enfoque matemadatico o axiomatico, basdndose en un conjunto de
axiomas inspirados por resultados de los enfoques frecuenciales
y clésicos.

Un concepto central es el de espacio muestral asociado a un
experimento conceptual. Cada resultado posible del experimento
conceptual en estudio serd definido como un punto muestral, y a



la totalidad de los resultados posibles se le definird como
espacio muestral del experimento.

Un objetivo central en el desarrollo de wuna teoria de
probabilidad es el de evaluar la probabilidad de ciertos
resultados o colecciones de resultados del experimento bajo
estudio.

El desarrollo axiomatico se apoya fuertemente en la teoria de

conjuntos, por esta razén, se hard un brevisimo repaso de
algunos conceptos elementales de la teoria de conjuntos.

1.4. TEORIA DE CONJUNTOS

El desarrollo de la teoria de las probabilidades se simplifica
sustancialmente si se utiliza la teoria de conjuntos.
Seguidamente se presentan algunos conceptos y teoremas
basicos que facilitaran el estudio de la teoria de probabilidades.

1.4.1 Espacio muestral

En teoria de la probabilidad, el espacio muestral, denotado por

S es el equivalente del conjunto universal U en teoria de
conjuntos. Los elementos de U se llaman puntos muestrales en
el espacio muestral S.

1.4.2 Subconjunto
Sean A y B dos conjuntos. Si cada elemento de A es también un

elemento de B, entonces A es un subconjunto de B y se
representa con: AcB o BoA.

1.4.3 Conjuntos equivalentes o iguales.

Dos conjuntos A y B son equivalentes o iguales si AcB y
Bc A, es decir, si A y B tienen los mismos elementos, lo que se
indica con A=B.



1.4.4 Conjunto vacio

Si un conjunto A no contiene elementos o puntos, entonces A se
denomina el conjunto vacio y se denota con .

1.4.5 Complemento

El complemento de un conjunto A con respecto al espacio S
denotado por A, es el conjunto de todos los puntos que estan en
S pero no en A.

1.4.6 Union de conjuntos

Sean A y B dos subconjuntos cualesquiera de S. El conjunto que
incluye todos los puntos que estdn en A o que estdn en B, se
define como la uniéon de A y B y se representa con AUB.

1.4.7 Interseccion de conjuntos

Sean A y B dos subconjuntos cualesquiera de S. El conjunto que
incluye todos los puntos que estan en A y que estdn en B, se
define como la interseccion de A y B y se representa con A()B

o simplemente AB.

1.4.8 Diferencia de conjuntos

Sean A y B dos subconjuntos cualesquiera de S. EIl conjunto de
todos los puntos de A que no estdn en B se define como el
conjunto diferencia y se representa con A —B.

1.4.9 Conjuntos disjuntos o mutuamente excluyentes

Los subconjuntos A 'y B de S se definen como mutuamente
excluyentes o disjuntos si AB=J. En general, los
subconjuntos A;, Aj;, Aj, ... son mutuamente excluyentes o
disjuntos si A;(1B;=, para todo i #j.



TEOREMA 1. Leyes conmutativas
a) AUB=BUA
b) ANB=BNA
(1)
TEOREMA 2. Leyes asociativas

a) AUBUC)
b) AN(BNC)

(AUB)UC
(ANB)NC

(2)
TEOREMA 3. Leyes distributivas

a) AUBNC)=(AUB)N(AUC)
b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

(3)
TEOREMA 4

ANS=A;AUS=S;AND=T;AUT=A

(4)
TEOREMA 5

ANA=F;AUA=S; ANA=A;AUA=A

(3)
TEOREMA 6. Leyes de Morgan

(6)



TEOREMA 7

A-B=ANB
(7)
TEOREMA 8
Si A y B son subconjuntos cualesquiera de S, entonces:
a) A=(ANB)U(ANB)
b) (ANB)N(ANB)=g
(8)
TEOREMA 9
Si A cB, entonces, A(IB=A y AUB=B (9)

1.5. METODOS DE CONTEO

Cuando un espacio muestral tiene un nimero finito de puntos, se
puede contar sus elementos o puntos muestrales haciendo
simplemente una lista completa de ellos o desarrollando
féormulas de conteo que simplifiquen esta tarea, especialmente
cuando el espacio muestral contiene una gran cantidad de
elementos.

1.5.1 Principio fundamental

El principio fundamental del conteo, también denominado la
Regla de la Multiplicacion, se define de la siguiente manera: “Si
un evento puede realizarse de n; maneras diferentes, un segundo
evento puede realizarse de n, maneras diferentes, un tercer
evento de n; maneras diferentes y asi sucesivamente, entonces,
el nimero de maneras en que los eventos pueden realizarse en el
orden indicado es el producto n; - np - n3 - - -7
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Ejemplo 5

Una placa de automovil consta de dos letras distintas seguidas
de tres digitos, de los cuales el primero no puede ser cero,
,cuantas placas diferentes pueden hacerse?

Puede hacerse: 27 - 26 - 9 - 10 - 10 = 631 800 placas diferentes.
1.5.2 Notacion factorial

Se define como n factorial al producto de los enteros positivos
desde 1 hasta n, ambos inclusive, y se denota n! tal que:

n!'=1-2-3-4.....-(n-2)-(n-1)-n
(10)

Ademas, se define: 0! =1.
1.5.3 Permutaciones

Una permutacion es un arreglo ordenado de objetos. El ntmero
de maneras en que se pueden ordenar n objetos diferentes
tomandolos r a la vez, se denota ,P,, en donde 0 <r < n.

Ejemplo 6

Considere el siguiente conjunto: { A, B, C }. En este conjunto
de tres elementos existen tres tipos de permutaciones posibles,
esto es, dependiendo de sir =1, 2 o 3.

a) Permutaciones de un so6lo elemento, 3 en total: A, B, C

b) Permutaciones de dos elementos, 6 en total: AB, BA,
AC, CA, BC, CB.

c) Permutaciones de tres elementos, 6 en total: ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Por ejemplo para el caso b), utilizando el principio fundamental
del conteo para calcular el numero de permutaciones posibles de
los tres elementos A, B, C, tomando dos a la vez, se tiene que el
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primer elemento puede obtenerse de tres formas diferentes y el
segundo puede obtenerse de dos formas diferentes. Asi, el
nimero de permutaciones posibles es 3 x 2 =6. //

En general, si tenemos n objetos diferentes numerados de 1 a n,
el numero de permutaciones que pueden hacerse si tomamos r a
la vez puede deducirse de la siguiente manera.

El primer objeto puede extraerse de n formas diferentes, el
segundo de n-1 formas, y el ultimo de n-(r-1) maneras, por lo
que el nimero de permutaciones es:

WP :n-(n—1)-(n—2)-...-[n—(r—l)]

P — n-(n—l)-(n—2)-...-[(n—r)+l]-(n—r)!

o (n—r)!

n!

(11)
Ejemplo 7

Si una urna contiene 6 bolas numeradas del 1 al 6, ;cudantas
permutaciones pueden hacerse si tomamos 3 a la vez?

Pueden hacerse:

6!

(6-3)!

En el caso especial en que n = r, se tiene que:

=120 permutaciones. //

P =n!

n-n

(12)

Cuando se tienen n objetos entre los que n; objetos son de la
misma clase, n, de otra clase y asi sucesivamente, hasta ny
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objetos iguales entre si, el nimero total de permutaciones de los
n objetos, esta dado por:

n!

n,!n,!..n!

(13)
Ejemplo 8

(Cuantas sefiales diferentes pueden formarse con 8 banderas
colocadas en linea, donde hay 4 banderas rojas, 3 blancas y una
azul?

Pueden formarse:

|
_ 81 580 sefiales diferentes. //
413111

Muchos problemas del analisis combinatorio se refieren a la
extraccion de bolas de una urna que contiene una cantidad n.
Cuando se extraen bolas una tras otra, devolviéndose la anterior
antes de extraer la siguiente, se tiene una muestra ordenada con
reemplazo. El total de maneras diferentes de extraer con
reemplazo r bolas es:

n-n-n-n-
-
Y

]
Il
=]

r veCeEs

(14)

Si cada bola no se devuelve a la urna antes de extraer la
siguiente, entonces se tiene una muestra ordenada sin reemplazo
y es simplemente una permutacion de n objetos tomando r a la
vez.
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Ejemplo 9

El nimero total de muestras diferentes ordenadas de 4 bolas que
se pueden obtener extrayendo bolas de una urna que contiene 8
bolas (numeradas de 1 a 8) es:

a) 8-8-8-8=8"=4096siel muestreo es con reemplazo.

b) 8-7-6-5=3P4 =1 680 si el muestreo es sin reemplazo.

1.5.4 Combinaciones

Todas las permutaciones que contienen los mismos elementos
representan una combinacion, es decir, una combinacién es un
subconjunto de r elementos seleccionados sin importar el orden,
de un conjunto de n elementos diferentes, donde 0 < r < n. El
total de combinaciones posibles se denota ,C,.

Ejemplo 10

Las combinaciones y permutaciones posibles de las letras a, b,
¢, d tomadas tres a la vez son:

Combinaciones Permutaciones
abc abc acb bac bca cab cba
abd abd adb bad bda dab dba
acd acd adc <cad «cda dac cda
bed bcd bdc c¢cbd c¢db dbc dcb

Se puede observar que el numero de combinaciones es 4,
mientras que el nimero de permutaciones es 24. De cada una de
las cuatro posibles combinaciones existen 6 posibles
permutaciones, pues, aunque abc y acb son permutaciones
diferentes, estas conforman la misma combinaciéon de letras,
pues en ellas no importa el orden o posicion que las letras
ocupen.
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En este caso, el nimero de combinaciones multiplicado por 3!
reproduce el numero de permutaciones y en general, se puede
decir que:

lo que implica:

(15)

Para el ejemplo anterior, se tiene que el nUmero de
combinaciones de 4 letras tomadas 3 a la vez es:

41
= —:4
YT 31(4-3)

El nimero de combinaciones de las 4 letras tomando 2 a la vez
sera:

Ejemplo 11

De un grupo de 20 personas debe seleccionarse un comité
compuesto de 8. ;De cuantas maneras puede conformarse éste?

Puede conformarse de:

!
50Cs = __200 125 970 maneras.
81(20-8)!
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Ejemplo 12

Para el ejemplo anterior, calcular la probabilidad que Juan y
Maria, dos personas que forman parte del grupo, sean
seleccionadas para integrar el comité.

Esta probabilidad es igual a:

_2CiCy 118564 _

C _
078125970 125970

2

1.6. CONDICIONES "NECESARIA" Y "SUFICIENTE"

Se debe distinguir entre diferentes condiciones utilizadas muy
frecuentemente en diversos teoremas, en particular, entre
“necesario”, “suficiente” y “necesario y suficiente”. Sean P; y
P, dos proposiciones no idénticas.

1.6.1 Condicion suficiente Py = P,

“S1 P; es cierta, entonces P, es cierta”. Se acostumbra también
expresar como: “P; implica P,”. P; es una condicion suficiente
para Py, cuando por ejemplo P; es el evento “ser madre” y P, es
el evento “ser mujer”. Obviamente la maternidad manifiesta, es
una condicion suficiente de que se es mujer.

1.6.2 Condicion necesaria P; < P,

Si P; es la proposicion “hoy es sabado” y P, es “mafiana es
domingo”, entonces, si P; no es cierta concluimos que P, no es
cierta tampoco, equivalentemente, P, es cierta s6lo si P; es
cierta. Aqui P; es una condicién necesaria para P,. Notese que
una condicion suficiente puede ser o no ser una condicidon
necesaria.

Similarmente una condicidn necesaria puede ser o no ser una
condicion suficiente.
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Un ejemplo de una condicidon suficiente pero no necesaria es
“ser madre” como condicién para “ser mujer”, puesto que es
posible ser mujer sin ser madre. Si se dice que ‘“ser mujer” es
condicion para “ser madre” se tiene un ejemplo de una
condicién necesaria pero no suficiente, puesto que ser mujer no
es suficiente para ser madre.

El altimo ejemplo muestra una propiedad universal de una
relacion suficiente: “Si P; es suficiente para P,, entonces P; es
necesaria para P;”.

1.6.3 Condicion necesaria y suficiente P; < P,

“Si P, entonces P, y si P, entonces P;”. Esta condicién se
describe como “si y sdlo si”; por ejemplo, “si y s6lo si hoy es
sabado” “mafiana es domingo”, es decir, el hecho de que la
proposicion “hoy es sabado” sea verdadera no sd6lo es una
condiciéon suficiente sino necesaria para que la proposicidon
“mafiana es domingo” también lo sea.

1.7. DEFINICION AXIOMATICA DE PROBABILIDAD

Antes de presentar la definicion formal de probabilidad es
importante repasar algunas definiciones utiles para el desarrollo
de esta seccidn.

1.7.1 Espacio muestral

Espacio muestral es la coleccion de todos los resultados
posibles de wun experimento aleatorio conceptual. Se le

representa con S.

1.7.2 Evento

Evento es un subconjunto del espacio muestral. La clase de
todos los eventos asociados a un experimento particular se llama

espacio de eventos. Esta clase se puede siempre seleccionar para
que sea lo suficientemente amplia como para que incluya todos
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aquellos subconjuntos (eventos) cuya probabilidad sea de
interés.

Cuando el espacio muestral contiene un nimero finito de puntos
solamente, el espacio de eventos correspondiente se tomaria
como la clase de todos los subconjuntos del espacio muestral.

El interés principal en teoria de la probabilidad es calcular la
probabilidad de que ocurra un evento particular. Un evento A
ocurre si y so6lo si el experimento produce un resultado que

pertenece a A.

El espacio de eventos, que se representa con &#& debe tener las
siguientes caracteristicas:

a) S e o

b) Si A € of entonces A € of (16)

c) Si A,A,,---,A,,---€ & entonces UAi e o

i=l1

En la formulacion que sigue se asumird que el espacio de
eventos posee las anteriores caracteristicas.

1.7.3 Funcion

Una funcion f() con dominio A y codominio B es una coleccion
de pares ordenados (a,b) que satisfacen:

a) a e Ay b e B.

b) Cada a e A ocurre como el primer elemento de
alglin par ordenado en la colecciéon. Cada b € B no
es necesariamente el segundo elemento de algun par

ordenado.

c) No existen dos pares ordenados distintos en Ila
coleccion que posean el mismo primer elemento.
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Por lo tanto, una funcién f() es una ley que asocia cada punto
del dominio con uno y s6lo un punto en el codominio.

1.7.4 Funcion indicadora

Sea S el espacio muestral con puntos w y sea A cualquier
subconjunto de S. La funcion indicadora de A denotada por
IA(-) , €s la funcion con dominio S y codominio {0,1}, definida
como:

I (W)_ 1 siweA
A 0 siwegA
(17)
Ejemplo 13

Sea la funcién f(-) definida como:

0 parax <1
f(x) =42x paral<x <2

3x° para x > 2

Utilizando la funcién indicadora, la funcién fy(x) se puede
escribir de la siguiente manera:

f(x) =2x I ) (x) + 3x° I (%)
1.7.5 Funcion de probabilidad

Sea S el espacio muestral y o la colecciéon de eventos de
interés. Una funcion de probabilidad P es una funciéon con
dominio &#& y codominio definido en el intervalo [0,1], que
satisface los siguientes axiomas:
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a) P(A)>0 paracada A e of

b) P(S)=1 (18)

c) P(UAJ = Y .P(A)) si A,A,,--, es una sucesion de
i=1

i=1
eventos mutuamente excluyentes en el espacio o

Estos axiomas estan motivados por las definiciones de la
probabilidad clasica y de la frecuencia relativa.

TEOREMA 10

P(D)=0
(19)

TEOREMA 11
Si Ay, Ay, ..., A, son mutuamente excluyentes, entonces:

P(Al U A2 U U An) = P(A]) + P(Az) + ...+ P(An)

(20)
En particular se tiene que:
P(A U B) =P(A) + P(B)
TEOREMA 12
P(A)=1-P(A)
(21)

Ejemplo 14

Si la probabilidad de que un nifio al nacer sea varéon es 0,51,
obviamente la probabilidad de que sea nifia serd de 0,49. Sea A
el evento de que sea varon. En el diagrama de Venn de la Figura
N° 1 se muestran las respectivas probabilidades.
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Figura N° 1

En general, cuando los eventos no son mutuamente excluyentes
se tiene lo siguiente:

TEOREMA 13

P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A N B)
(22)
Este teorema establece que la probabilidad de A o B o de ambas,
es la probabilidad de A mas la probabilidad de B, menos la

probabilidad de que ambos eventos ocurran simultineamente.

Figura N° 2

Ejemplo 15
Considere la probabilidad de que wuna carta extraida
aleatoriamente de una baraja de 52 cartas sea de oros o sea un

cinco.

Sea A el evento de que la carta sea de oros.
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Sea B el evento de que la carta sea un cinco.
Entonces:

P(A) = 13/52 puesto que hay 13 cartas de oros de un
total de 52.

P(B) = 4/52 puesto que hay 4 cincos.

P(A B) =1/52 puesto que solo hay una carta de oros
que es cinco.

Por lo que:
P(A U B) =13/52 +4/52 - 1/52 =16/52 //
Ejemplo 16

(Cual es la probabilidad de que al lanzar un dado, se obtenga un
1 oun 2?

PC1 U 2 =P(17) + P(2)-PCL A 27)

1/6 +1/6 - 0 =1/3

Este ejemplo nos muestra que cuando los eventos son
mutuamente excluyentes, se tiene que P(A U B) = P(A) + P(B),
puesto que dos eventos son mutuamente excluyentes si y sdlo si
su interseccion es el conjunto vacio.

TEOREMA 14

Si dos conjuntos cualesquiera son mutuamente excluyentes
entonces:

P(AB) = 0
(23)

La Figura 3 ilustra este teorema, el cual puede extenderse a
cualquier nimero de eventos mutuamente excluyentes.
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En general, si A;, A, As, ..., Ay son mutuamente excluyentes,
entonces:

P(A1 ﬂ A2 ﬂ A3 ﬂ An):O

Figura N° 3

1.8. PROBABILIDAD CONJUNTA Y PROBABILIDAD
MARGINAL

Se examinardn ahora eventos que no son mutuamente
excluyentes. Consideremos, por ejemplo, la situacion donde se
selecciona aleatoriamente una persona de una cierta poblacién y
se investigan dos caracteristicas. La primera es la costumbre de
asistir al estadio, que denotaremos con S cuando si se tiene la
costumbre de asistir y N cuando no se tiene; y la segunda
caracteristica es el sexo, denotado por H cuando sea hombre y M
cuando sea mujer. Las dos caracteristicas no son mutuamente
excluyentes.

El espacio muestral es { (H,S), (H,N), (M,S), (M,N) }. La
distribucion de los individuos de la poblacion se puede resumir
de la siguiente forma:

ASISTENCIA AL ESTADIO
SEXO TOTAL
S N
H a b atb
M c d c+d
TOTAL atc b+d n
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donde n=a + b + ¢ + d es el total de personas en la poblacion.
En términos de probabilidades la distribucion seria:

ASISTENCIA AL ESTADIO
SEXO TOTAL
s N
H P(HS) P(HN) P(H)
M P(MS) P(MN) P(M)
TOTAL P(S) P(N) 1

Las probabilidades que involucran intersecciones de conjuntos
se denominan “probabilidades conjuntas”. Por ejemplo, P(MS)
es la probabilidad de que wuna persona seleccionada
aleatoriamente sea mujer y tenga la costumbre de asistir al
estadio, es decir, que tenga las dos caracteristicas
conjuntamente.

Las probabilidades que aparecen en la ultima fila o en la Gultima
columna se denominan probabilidades marginales. Por ejemplo,
P(M) nos da la probabilidad de que al seleccionar una persona
aleatoriamente esta sea mujer, independientemente de sus
preferencias por asistir al estadio; P(S) es la probabilidad de
que si asista al estadio, independientemente del sexo.

Notese el uso de la palabra total para identificar la ultima
columna y la ultima fila. Esto se debe a que las probabilidades
marginales son iguales a la suma de las probabilidades conjuntas
correspondientes.

Por ejemplo: P(M) = P(MS) + P(MN) puesto que los eventos MS
y MN son mutuamente excluyentes. También es obvio que:

a)  P(HS) + P(HN) + P(MS) + P(MN) = 1

b)  P(S)=1-P(N)
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Ejemplo 17

De una encuesta realizada a 400 personas se obtuvieron los

siguientes resultados:

ASISTENCIA AL ESTADIO
SEXO TOTAL
S N
H 60 150 210
M 15 175 190
TOTAL 75 325 400

Las probabilidades conjuntas y marginales calculadas con las
formulas explicadas anteriormente, se muestran en la siguiente

tabla:
ASISTENCIA AL ESTADIO
SEXO TOTAL
S N
H 0,150 0,375 0,525
M 0,038 0,438 0,475
TOTAL 0,188 0,813 1,000

En cuanto a las probabilidades conjuntas se puede concluir, por
ejemplo, que un 15% de las personas entrevistadas son hombres
y conjuntamente tienen la costumbre de asistir al estadio. De
igual manera, un 43,8% son mujeres y no acostumbran asistir al
estadio.

Considerando las probabilidades marginales, se tiene por
ejemplo que, un 47,5% de las personas entrevistadas son
mujeres, independientemente de si tienen o no la costumbre de
ir al estadio. De forma andloga, un 81,3% no acostumbran asistir
al estadio, independientemente de si son hombres o mujeres. //
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1.9. PROBABILIDAD CONDICIONAL

Consideremos ahora los siguientes problemas: ;cual es la
probabilidad de que una persona de un sexo dado asista al
estadio?, o ;cual es la probabilidad de que una persona que
acostumbre ir al estadio sea hombre? Las anteriores
probabilidades son llamadas probabilidades condicionales.

Para representar la probabilidad de que una persona asista al
estadio condicionado a que es mujer, se usard la notacidon
P(S|M).

En nuestro ejemplo:

C
P(S|M)=—

Similarmente, la probabilidad de que una persona que haya
asistido al estadio sea mujer estd dada por:

C
a+c

P(M|S) =

Las probabilidades anteriores se pueden escribir como:

P(S| M) = c/n _ P(MS)
(c+dymn PM)
P(M [S) = c/n _ P(MS)

(a+c)yn  P(S)

Lo anterior motiva la siguiente definicién:
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Definicion
Si A y B son subconjuntos de un espacio muestral discreto y

P(B)#J entonces:

P(AB) Probabilidad conjunta de A y B

P(A|B) = — .
P(B) Probabilidad marginal de B

(24)
Notese que:

a) P(A|B)y P(B|A) son iguales si y s6lo si:

b) P(A|B) no necesariamente implica que hay orden

cronologico entre A y B. No interesa si B ocurrid
antes, simultaneamente o después de A.

Ejemplo 18

(Cual es la probabilidad de obtener el nuimero 4 en el
lanzamiento de un dado perfectamente equilibrado, si se sabe
que ocurridé un nimero par?

Se define A como “el evento de obtener el nimero 4” y B como
“el evento de obtener un numero par” con el proposito de
encontrar la probabilidad del evento A dado que ocurrié el
evento B. La probabilidad de la ocurrencia de A y B
simultaneamente implica la observacion de un 4, por lo que la
probabilidad conjunta P(AB) = 1/6; ademés, P(B) = 1/2,
entonces, utilizando la definicion anterior se tiene:

P(AB) 1/6

PAIB=%8) ~1n
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1.10. INDEPENDENCIA DE EVENTOS

Suponga que lanzamos una moneda equilibrada (sin alterar) dos
veces. (Cual es la probabilidad de que el resultado del segundo
lanzamiento sea escudo dado que el resultado del primer
lanzamiento también lo fue?

Sea E; el evento correspondiente a “escudo en el i-ésimo

lanzamiento”, en dondei= 1, 2; entonces:
P(E,|E)= P(EE,) = lad =1/2
P(E,) 12

El resultado muestra que la probabilidad de obtener un escudo
en el segundo lanzamiento dado que obtuvimos un escudo en el
primero es 1/2. Obsérvese que 1/2 es precisamente la
probabilidad de obtener un escudo en cualquier lanzamiento sin
importar lo que haya ocurrido en el primero.

Tales eventos para los cuales la ocurrencia de otro evento no
afecta de ninguna manera su probabilidad de ocurrencia, son
denominados eventos independientes. Asi, si A es independiente
de B, se tiene que:

P(A |B)=P(A)
(25)

Esto es, la probabilidad condicional de A dado B es igual a la
probabilidad marginal de A.

Si A y B son independientes, P(B);tO, y dado que:

P(AB)

P(A|B)= o B)

se tiene entonces que:
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P(A|B)= P(A)= —PIE‘S;)

de donde P(AB)=P(A)P(B).
Asi, se tiene el siguiente teorema:
TEOREMA 15

Si P(A)#0 y P(B)#0, entonces A y B son independientes si y
solo si:

P(AB)=P(A) P(B)
(26)

En otras palabras, A y B son independientes si y so6lo si la
probabilidad conjunta es igual al producto de sus respectivas
probabilidades marginales.

Este teorema puede ser generalizado a cualquier nimero de
eventos. En particular, los eventos A; , Ay, Az, ... , Ay, son
independientes si y sdlo si:

P(A; Ay A, )=P(A)P(A;)- P(A,)
(27)

Ejemplo 19

Considere el experimento de lanzar dos dados perfectamente
equilibrados. Se define A como “el evento de obtener par en el
total de puntos obtenidos” y B como “el evento de obtener un 3
en el primer dado”. Se tiene que:

P(AB) _3/36

P(AIB) = P(B) 1/6

=1/2=P(A)

por lo que los eventos A y B son independientes. //
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TEOREMA 16. Teorema de probabilidades totales

Si By, B, ..., B. es una coleccién de eventos mutuamente
excluyentes que satisfacen lo siguiente:
n
a) S={JB,
i=1

b) P(B;>0) parai=I1,2,3,...,n

entonces, para cualquier evento A:

P(A) = iP(A B,) P(B,)

(28)
P(A)=P(A|B))P(B,) + P(A[B,)P(B,) +... + P(A|B,)P(B,)
Ejemplo 20
Tres maquinas A, B y C producen respectivamente 50%, 30% y
20% del nuomero total de articulos de wuna fabrica. Los
porcentajes de articulos defectuosos producidos por estas

maquinas, en su orden son 3%, 4% y 5%.

Si se selecciona al azar un articulo, hallar la probabilidad de
que el articulo sea defectuoso.

Sea D el evento de que un articulo sea defectuoso.
P(D)=P(D|A)P(A)+ P(D|B) P(B) + P(D | C) P(C)
P(D) =(0,03) (0,5) + (0,04) (0,3) +(0,05) (0,2) = 0,037

P(D) =0,037
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TEOREMA 17. Formula de Bayes

Si By, B>, ..., By es una coleccién de eventos mutuamente
excluyentes que satisfacen lo siguiente:
n
a) S=UBi
i=l1

b) P(B;i > 0) parai=I, 2, 3,...,n
entonces, para cualquier evento A con P(A) > 0 se tiene que:

P(A[BP(B,)

P(Bk ’A):

n

2 P(A|B)P(B,)

(29)
Ejemplo 21
Considere la fabrica del ejemplo anterior, se selecciona un
articulo al azar y resulta defectuoso. Hallar la probabilidad de

que ese articulo haya sido producido por la maquina A.

Sea D el evento de que un articulo sea defectuoso.

P(A| D) P(D| AP(A)
P(D | A)P(A)+P(D | B)P(B)+P(D | C)P(C)
P(A | D) (0,03)(0,5) L0015 4o

~(0,3)(0,5) + (0,04)(0,3) + (0.05)(0,2) 0,037
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1.11. EJERCICIOS

1. Una caja contiene 2 bolas negras, 3 blancas y 4 rojas y se
extraen dos bolas sin reemplazo. ;Cual es la probabilidad
de que la primera sea negra y la segunda blanca?

2. ¢(Cual es la probabilidad de que al arrojar dos dados
equilibrados, la suma de los nimeros que aparecen hacia
arriba exceda a 10, dado que al menos uno de ellos es 6?

3. La urna I contiene 1 bola blanca y 3 negras, la urna II
contiene 3 blancas y 2 negras. Una urna se escoge
aleatoriamente y se extrae una bola de ella. Suponiendo que
la bola extraida es negra, ;cual es la probabilidad de que la
urna escogida haya sido la 1?

4. Considere dos eventos A y B cualesquiera tales que P(A) =
0,4 y P(B) = 0,7. Determine el valor maximo y el valor
minimo que podria tomar P(AB) y las condiciones bajo las
cuales se obtendria cada uno.

5. Sean A y B sucesos independientes, ademas sea la P(AB) =
0,18 y P(B) = 0,72. Calcule la P(A).

6. Una caja contiene 24 bombillos, de los cuales 4 son
defectuosos. Si una persona selecciona 10 de ellos
aleatoriamente y otra toma el resto, ;cual es la probabilidad
de que los 4 bombillos defectuosos sean obtenidos por la
misma persona?

7. Se van a elegir cuatro personas de un grupo formado por
tres estudiantes no graduados y cuatro estudiantes
graduados en Economia para ocupar ciertos puestos en una
comision. Encuentre la probabilidad de que se encuentren
exactamente dos no graduados entre los cuatro escogidos.
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10.

11.

12.

13.

14.

Si tenemos que P(A) = 0,5 y P(A U B) = 0,6, encuentre
P(B).

a) Si Ay B son mutuamente excluyentes.
b) Si A y B son independientes.
c) Si P(A/B) =0,4.

Si A y B son independientes, P(A) = 1/3 y P(B) = 1/4.
Encuentre: P(AUB).

Si A y B son mutuamente excluyentes, ;pueden ser eventos
independientes?

Demuestre que:

Considere dos urnas: la primera de las cuales tiene 1 bola
roja y 4 blancas y la segunda tiene 2 rojas y 2 blancas. Se
elige una urna al azar y de ella se extrae una bola que
resulta ser blanca. ;Cudl es la probabilidad de que haya
sido elegida la primera urna?

El supervisor de planta en una industria tiene a su cargo a
tres hombres y tres mujeres. Debe elegir aleatoriamente a
dos trabajadores para una tarea especial. Si X es el nimero
de hombres en el grupo elegido, determine la distribucion
de probabilidad para la variable aleatoria X.

Una forma de promover el ahorro de energia es ofrecer
descuentos a los clientes que mantienen un consumo de
energia por debajo de ciertas normas de subsidio
establecidas. Un reciente reporte informa que el 70% de los
habitantes han reducido suficientemente el uso de energia
eléctrica para poder disfrutar de los descuentos. Si se
seleccionan al azar cinco clientes, encuentre la
probabilidad de que:
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15.

16.

17.

18.

a) los cinco califican para tarifas méas favorables,
b) al menos tres califican para tarifas mas favorables.

Un grupo de tres estudiantes universitarios y cinco
graduados estan dispuestos a cubrir algunos puestos que el
gobierno destina para ellos. Si se elige aleatoriamente a
cuatro de ellos, determine la probabilidad de que dos
estudiantes no graduados estén entre los cuatro elegidos.

Una caja con 100 empaques contiene 10 con defectos del
tipo A, 5 con defectos del tipo B y 2 con defectos de ambos
tipos, ¢,cual es la probabilidad de que al extraer un
empaque, este tenga defectos del tipo B, suponiendo que
tiene defectos del tipo A?

Dos amigos A y B participan en un juego que consiste en
lanzar una moneda. Si ambas caras superiores muestran
cruces, A gana un doélar, si muestran caras, gana dos
dolares, si lo que muestran las monedas no coinciden (una
cara y otra cruz) pierde un dolar. Determine la distribucion
de probabilidades de las ganancias Y en un juego.

Una encuesta hecha a 500 estudiantes de una Universidad
matriculados en Economia, Administracion y Estadistica
durante un semestre, reveld la siguiente informacion:

Economia 329
Economia y Administracion 83
Administracion 186
Economia y Estadistica 217
Estadistica 295
Administracion y Estadistica 63

a) (Cuantos estudiantes estan matriculados en los tres
cursos?

b) (Cuantos estudiantes estdn matriculados en Economia
pero no en Estadistica?

c) ¢(Cuantos estudiantes estan matriculados en
Administracion pero no en Economia?
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19.

20.

21.

d) (Cuéntos estudiantes estan matriculados en Estadistica
pero no en Administracién?

e) (Cudntos estudiantes estdn matriculados en Economia o
Estadistica pero no en Administracién?

En un curso de inglés basico se matriculan 5 estudiantes
varones y 4 estudiantes mujeres. En el curso de inglés
medio se matriculan 7 hombres y 3 mujeres y en el curso de
inglés avanzado se matriculan 4 hombres y 4 mujeres. Se
selecciona aleatoriamente un estudiante del curso basico y
se transfiere al curso medio, luego un estudiante es
seleccionado del curso medio y resulta ser hombre:

a) (Cual es la probabilidad de que el estudiante transferido
sea hombre?

b) (Cual es la probabilidad de que el estudiante transferido
sea mujer?

Las probabilidades de que un misil estalle durante el
lanzamiento o que sufra una falla en su sistema de
direccién en vuelo son 0,0002 y 0,0005 respectivamente,
calcule las probabilidades de que el misil,

a) no estalle durante el lanzamiento.

b) estalle durante el despegue o sufra una falla su sistema
de direcciéon en pleno vuelo.

c) ni explote durante el despegue, ni sufra una falla su
sistema de direccion en pleno vuelo.

Dos proveedores A y B entregan la misma pieza a un
fabricante, el cual almacena todas las existencias en un solo
lugar. Los registros muestran que el 5% de las piezas
entregadas por A y el 9% de las piezas de B son
defectuosas, ademds, que A entrega cuatro veces mas piezas
que B. Si se selecciona aleatoriamente una pieza de la
bodega y se encuentra que estd en buenas condiciones,
(cual es la probabilidad de que la haya fabricado A?
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22.

23.

24.

25.

En una poblacién se conoce que el 40% de los electores
votaran por el Partido A y el 60% por el Partido B. Se
informa que 30% de los partidarios de A 'y 70% de los de B
estdn a favor de un decreto electoral. Una persona elegida
aleatoriamente estda a favor del decreto. Determine la
probabilidad condicional de que ésta sea partidaria de B.

Suponga que el 30% de las botellas producidas en una
cierta fabrica son defectuosas. Si una botella es defectuosa,
la probabilidad de que un inspector la remueva de la linea
de llenado es de 0,9. Si no es defectuosa, la probabilidad de
que el inspector crea que es defectuosa y la remueva es 0,2.

a) Si la botella es removida de la linea de llenado, ;cudl es
la probabilidad de que sea defectuosa?

b) Si un consumidor compra el producto, ;cudl es la
probabilidad de que la botella sea defectuosa?

Un estudiante contesta una pregunta que ofrece cuatro
soluciones posibles en un examen de opcion multiple.
Supongamos que la probabilidad de que el estudiante sepa
la respuesta a la pregunta es de 0,8 y la probabilidad de
que tenga que contestar al azar es de 0,2, suponga ademas
que la probabilidad de seleccionar la respuesta correcta es
de 0,25. Si el estudiante contesta correctamente la
pregunta, ;jcudl es la probabilidad de que realmente sepa la
respuesta correcta?

Dos fabricantes de turbinas denominados A y B, analizan la
posibilidad de participar en una licitaciéon para la venta de
motores a una planta hidroeléctrica y cuya concesion
dependerd del monto de los ofrecimientos. La empresa A
presenta su oferta y la probabilidad es % de que obtenga la
licitacién, siempre y cuando que la empresa B no la
presente. Las posibilidades estdn 4 a 1 a favor de que B si
la presente; y si lo hace, la probabilidad de que A pueda
colocar su turbina es solamente 1/3.
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26.

a) (,Cudl es la probabilidad de que A pueda vender la
turbina?

b) Si A gana la licitacion, ;jcual es la probabilidad de que B
no haya presentado su propuesta?

Se ha observado que los hombres y las mujeres reaccionan
de una manera diferente en ciertas circunstancias; 70% de
las  mujeres reaccionan positivamente en  dichas
circunstancias, mientras que el porcentaje en los hombres
es solamente del 40%. Se sometid a prueba a un grupo de
20 personas, 15 hombres y 5 mujeres, y se les pidio llenar
un cuestionario para descubrir sus reacciones. Una
respuesta escogida al azar de las 20 result6é negativa. ;Cual
es la probabilidad de que haya sido contestada por un
hombre?
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