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CAṔITULO 1

Matrices

1.1. Matrices

Definición 1.1. Una matriz A de números reales con n fi-
las y m columnas es un arreglo rectangular de n⋅m números
reales de la forma

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

a11 a12 ⋯ a1m
a21 a22 ⋯ a2m
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ anm

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

En tal caso, se dice que la matriz A es de tamaño n ×m.
El conjunto de matrices reales de tamaño n ×m se denota
M(n,m;R). Para i ∈ {1, ..., n} y j ∈ {1, ...,m}, el número
real de la matriz A que se encuentra en la fila i y columna j
se escribe aij y se le llama entrada ij de A. Para referirse
a la matriz A es usual usar la notación A = (aij)n×m, o
bien, simplemente A = (aij), si el tamaño de la matriz no
es ambiguo.
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4 1 MATRICES

Lista 1.2. Los principales tipos de matrices son los
siguientes:

� Matrices columna: Son las matrices que solamente tie-
nen una columna, también se les conoce como vectores co-
lumna. El conjunto de matrices columna de tamaño n es
M(n,1;R).

� Matrices fila: Estas matrices están formadas por una
sola fila y se les conoce también como vectores fila. El con-
junto de matrices fila de tamaño m es M(1,m;R).

� Matriz nula: A la única matriz de M(n,m;R) con todas
sus entradas iguales a 0 se le llama matriz nula y se denota
0n×m o simplemente 0.

� Matriz cuadrada: Se dice de la matriz que tiene igual
cantidad de filas y columnas. El conjunto de matrices cua-
dradas de n filas y n columnas se escribeM(n;R). La diago-
nal de una matriz cuadrada está formada por sus entradas
de la forma aii.

� Matrices diagonales: Son aquellas matrices D = (dij) ∈
M(n;R) que satisfacen que dij = 0 si i ≠ j.

� Matriz identidad: En el conjunto M(n;R), a la única
matriz diagonal, con exclusivamente unos en su diagonal,
se le llama matriz identidad de tamaño n. Es denotada In,
o bien, I.

� Matriz triangular superior: Se dice de la matriz P =
(pij) ∈ M(n;R) que solo tiene ceros bajo su diagonal, es
decir, que satisface pij = 0 si i > j.

� Matriz triangular inferior: Se dice de la matriz Q =
(qij) ∈ M(n;R) que solo tiene ceros sobre su diagonal, es
decir, que satisface qij = 0 si i < j.
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� Matriz simétrica: A = (aij) ∈ M(n;R) se llama simé-
trica si aij = aji, para todo i, j ∈ {1, . . . , n}. En otras pala-
bras, la entrada en la fila i y columna j de A es igual a la
entrada en la fila j y columna i.

� Matriz antisimétrica: B = (bij) ∈M(n;R) se llama an-
tisimétrica si bij = −bji, para todo i, j ∈ {1, . . . , n}. La con-
dición implica que los elementos de la diagonal son todos 0.

1.2. Álgebra de matrices

Definición 1.3 (Igualdad de matrices). Sean A y B ∈
M(n,m;R). Se dice que A = (aij)n×m y B = (bij)n×m son
iguales si y solo si entrada por entrada son iguales, es decir,
aij = bij , para todo i ∈ {1, . . . , n} y j ∈ {1, . . . ,m}.
Definición 1.4 (Producto de una matriz por un escalar).
Para todo A = (aij)n×m ∈M(n,m;R) y α ∈ R, se define la
matriz αA = (cij)n×m ∈ M(n,m;R) como cij = αaij , para
todo i ∈ {1, . . . , n} y j ∈ {1, . . . ,m}. Si α = −1 la matriz −1A
se escribe −A.
Proposición 1.5. Para A ∈M(n,m;R) y α,β ∈ R, el pro-
ducto por un escalar satisface:

(i) 1A = A.

(ii) 0A = 0n×m.

(iii) α(βA) = (αβ)A.

Definición 1.6 (Suma de matrices). Sean A y B ∈
M(n,m;R). La suma de A = (aij)n×m y B = (bij)n×m se
define como la matriz A + B = (cij)n×m ∈ M(n,m;R), tal
que cij = aij + bij , para todo i ∈ {1, . . . , n} y j ∈ {1, . . . ,m}.
Proposición 1.7. Si A,B,C ∈ M(n,m;R) y α,β ∈ R,
entonces las suma de matrices verifica que:
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(i) A +B = B +A.

(ii) (A +B) +C =
A + (B +C).

(iii) A + 0n×m = A.

(iv) A + (−A) = 0n×m.

(v) α(A +B) = αA + αB.

(vi) (α + β)A = αA + βA.

Definición 1.8. Sean A1, . . . ,Ar ∈ M(n,m;R). Una com-
binación lineal de las matrices A1, . . . ,Ar es cualquier ma-
triz de la forma α1A1 +⋯+ αrAr, donde α1, . . . , αr ∈ R.
Definición 1.9. Sea A ∈ M(n,m;R). La matriz trans-
puesta de A = (aij)n×m, denotada At = (cij)m×n, es la
matriz de M(m,n;R) que satisface cij = aji, para todo
i ∈ {1, . . . , n} y j ∈ {1, . . . ,m}.
Observación 1.10. Note que si v es un vector fila, entonces
vt es un vector columna; y que si w es un vector columna,
entonces wt es un vector fila.

Observación 1.11. Si A es una matriz con cantidades de
filas y columnas diferentes, entonces la suma A + At no
está definida, ya que son matrices de diferente tamaño. Tal
imposibilidad desaparece en las matrices cuadradas.

Proposición 1.12. Para A,B ∈ M(n,m;R) y α ∈ R, la
transpuesta cumple con lo siguiente:

(i) (At)t = A. (ii) (A + αB)t = At + αBt.

Definición 1.13. Considere v = (v11, . . . , v1n) un vector

fila y w = (w11, . . . , wn1)
t
un vector columna, ambos con la

misma cantidad de entradas. Se define el producto escalar
de v y w como el número real v ⋅ w que se obtiene de la
siguiente forma:

v ⋅w = (v11, . . . , v1n) ⋅
⎛
⎜
⎝

w11

⋮
wn1

⎞
⎟
⎠
= v11w11 + v12w21 +⋯+ v1nwn1.
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Proposición 1.14. Sean v, v1, v2 ∈M(1, n;R) vectores fila,
w,w1, w2 ∈M(n,1;R) vectores columna y α ∈ R. El produc-
to escalar satisface las siguientes propiedades:

(i) v ⋅w = wt ⋅ vt.

(ii) (αv) ⋅w = v ⋅ (αw) = α(v ⋅w).

(iii) v ⋅ (w1 +w2) = v ⋅w1 + v ⋅w2.

(iv) (v1 + v2) ⋅w = v1 ⋅w + v2 ⋅w.
Definición 1.15 (Producto de matrices). Considere
A = (aij)n×p ∈M(n, p;R) y B = (bij)p×m ∈ M(p,m;R). La
matriz AB = (cij)n×m, llamada producto de A y B, es una
matriz en M(n,m;R), tal que cada una de sus entradas cij
está dada por el siguiente producto escalar:

cij = (fila i de A) ⋅ (columna j de B).

Observación 1.16. Expĺıcitamente, la fórmula para la en-
trada cij del producto AB es:

cij = (ai1, . . . , aip) ⋅
⎛
⎜
⎝

b1j
⋮
bpj

⎞
⎟
⎠
= ai1b1j +⋯+ aipbpj .

Comentario 1.17. El producto de matrices no siempre es
conmutativo, es decir, en general AB ≠ BA.

Proposición 1.18. Considere α,β ∈ R y A, B, C
matrices. El producto de matrices, siempre que esté defi-
nido, cumple con:

(i) A(BC) = (AB)C.

(ii) A(B +C) = AB +AC.

(iii) (A +B)C = AC +BC.

(iv) InA = A = AIm.
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(v) α(AB) = (αA)B = A(αB).

(vi) (AB)t = BtAt.

(vii) AB + αA = A(B + αI).

(viii)AB + βB = (A + βI)B.

Comentario 1.19. Sean C ∈M(1, n;R) y A ∈M(n,m;R).
Si f1, . . . , fn son las filas de A, entonces

CA = (c11, . . . , c1n)
⎛
⎜
⎝

a11 ⋯ a1m
⋮ ⋱ ⋮

an1 ⋯ anm

⎞
⎟
⎠
= c11f1 +⋯+ c1nfn.

La igualdad anterior nos indica que el producto CA
∈ M(1,m;R) se puede interpretar como el vector fila
resultado de la combinación lineal de las filas de A, con las
entradas de C como coeficientes. Aśı, el resultado de un
producto de matrices BA, donde B ∈M(q, n;R), se puede
ver como el recuento de hacer combinaciones lineales con
las filas de A, una combinación por cada fila de B.

En la situación reflejo, cuando D ∈M(m,1;R) y c1, . . . , cm
son las columnas de A, se tiene:

AD =
⎛
⎜
⎝

a11 ⋯ a1m
⋮ ⋱ ⋮

an1 ⋯ anm

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

d11
⋮

dm1

⎞
⎟
⎠
= d11c1 +⋯+ dm1cm.

Esto dice que el resultado es una combinación lineal de
columnas de A. Cuando se tiene un producto AB, con
B ∈ M(m,r;R), el resultado seŕıa un recuento de combi-
naciones lineales de columnas de A, determinadas por las
columnas de B.
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1.3. Referencias útiles

Para estudiar la materia

� Del libro [Arce et al., 2014], secciones: 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4.

� Del libro [Grossman y Flores, 2012], secciones: 2.1 y 2.2.

Ejercicios recomendados

� Del libro [Arce et al., 2014], sección 2.8, ejercicios: 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 44 y 46.
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1.4. Ejercicios matrices

1.4.1. En cada caso, escriba la matriz especificada e indique
con cuáles tipos de la Lista 1.2 encaja. Las igualdades que
describen las entradas de las matrices están definidas para
todo i, j según el tamaño de la matriz.

A = (aij)3×3, tal que aij = (−1)i.(a)

A = (aij)3×4, tal que aij = (−1)i+j .(b)

A = (aij)2×2, tal que aij = (−1)ij .(c)

B = (bij)3×3, tal que bij = 2i + j − 1.(d)

B = (bij)4×4, tal que bij = i − j.(e)

C = (cij)3×3, tal que cij = −(j − 1)(j − 3)i.(f)

D = (dij)4×4, tal que dij = (i−1)(i−2)(i−4)(j−1)(j−4).(g)

D = (dij)2×2, tal que dij = (2− i)(a(2− j)+ b(j −1))+
(i − 1)(c(2 − j) + d(j − 1)).

(h)

1.4.2. Escriba una versión para matrices 3×3 del punto (h)
del ejercicio 1.4.1.

1.4.3. Realice los siguientes cálculos para las matrices:

A =
⎛
⎜
⎝

−3 −1 0
−5 −4 −2
1 1 −5

⎞
⎟
⎠
,

B =
⎛
⎜
⎝

2 −1 −2
−2 −1 −5
8 −5 −8

⎞
⎟
⎠

y

C =
⎛
⎜
⎝

5 3 6
−6 −7 −2
−8 3 −2

⎞
⎟
⎠

2A +B − 2C.(a) 2(A −B) + 3C.(b)

At + 2(B +C)t.(c) (A+C +I)t −(B +C +I)t.(d)
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1.4.4. En cada caso, escriba dos ejemplos de matrices que
cumplan con la condición respectiva.

A = (aij)2×3 con aij = 0 si i = j.(a)

C = (cij)3×4 con cij = −ci+1,j .(b)

C = (cij)2×2, tal que c11c22 = c12c21 + 1.(c)

E = (eij)3×3, tal que e1j + e2j + e3j = 1
j .(d)

B = (bij)2×4, tal que bij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2 si i > j
3 si i < j

.(e)

D = (dij)3×4, tal que dij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 si i /= j
di+1,j+1 si i = j

.(f)

1.4.5. Muestre cada una de las siguientes propiedades del
álgebra de matrices.

A es simétrica si y solo si At = A.(a)

α(A +B) = αA + αB, donde α ∈ R.(b)

A(B +C) = AB +AC.(c)

(A +B)t = At +Bt.(d)

1.4.6. En cada caso, haga los cálculos con la matriz:

A =
⎛
⎜
⎝

6 9 2
0 −9 7
9 4 −9

⎞
⎟
⎠
.

A
⎛
⎜
⎝

2
3
2

⎞
⎟
⎠
+ 3A

⎛
⎜
⎝

−1
0
1

⎞
⎟
⎠
.(a) A

⎛
⎜
⎝

x
y
z

⎞
⎟
⎠
+
⎛
⎜
⎝

1
1
1

⎞
⎟
⎠
.(b)

(A − xI)
⎛
⎜
⎝

1
1
1

⎞
⎟
⎠
.(c) (x, y, x)A

⎛
⎜
⎝

x
y
x

⎞
⎟
⎠
.(d)



12 1 MATRICES

1.4.7. De manera similar al álgebra de números reales, si
una matriz A es cuadrada, para todo entero n ≥ 1, An se
entiende como el producto de A consigo misma n veces y
a la matriz An se le llama potencia n-ésima de A. Calcule
las siguientes potencias de matrices.

(cos(
2π
3 ) − sin(

2π
3 )

sin(2π3 ) cos(2π3 )
)
6

.(a)
⎛
⎜
⎝

x 0 0
0 y 0
0 0 z

⎞
⎟
⎠

3

.(b)

1.4.8. Realize los siguientes cálculos.

AB −BA, donde A = (1 1
1 1
) y B = (1 2

3 4
).(a)

A3B4 +A4B5 − 2A5B6, donde

A = ( 3 −6
−1 2

) y B = (2 4
1 2
).

(b)

(2A +B)t − (2B −A)t +A2, con A =
⎛
⎜
⎝

0 0 0
1 a b
0 1 0

⎞
⎟
⎠
, B =

⎛
⎜
⎝

a
b 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠
y a, b ∈ R, tal que b /= 0.

(c)

(I +A +A2)(I −A), donde A =
⎛
⎜
⎝

0 0 0
1 0 0
0 1 0

⎞
⎟
⎠
.(d)

1.4.9. En cada caso, determine las incógnitas.

(1 1
1 2

)(x
y
) = (1

8
).(a)

⎛
⎜
⎝

1 0 0
−1 0 −1
−1 2 3

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

x
y
z

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

−2
0
4

⎞
⎟
⎠
.(b)

(x, y)( 0 1
−1 0

) = (9,1).(c)
⎛
⎜
⎝

x
y
z

⎞
⎟
⎠

t
⎛
⎜
⎝

1 1 1
−1 1 −1
−1 1 2

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

6
12
12

⎞
⎟
⎠

t

.(d)
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1.5. Soluciones matrices

1.5.1. R/

⎛
⎜
⎝

−1 −1 −1
1 1 1
−1 −1 −1

⎞
⎟
⎠
.(a)

⎛
⎜
⎝

1 −1 1 −1
−1 1 −1 1
1 −1 1 −1

⎞
⎟
⎠
.(b)

(−1 1
1 1

).(c)
⎛
⎜
⎝

2 3 4
4 5 6
6 7 8

⎞
⎟
⎠
.(d)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 −1 −2 −3
1 0 −1 −2
2 1 0 −1
3 2 1 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.(e)

⎛
⎜
⎝

0 1 0
0 2 0
0 3 0

⎞
⎟
⎠
.(f)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 4 4 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.(g) (a b

c d
).(h)

1.5.2. R/ Si A = (aij) =
⎛
⎜
⎝

a b c
d e f
g h k

⎞
⎟
⎠
, entonces para todos

los ı́ndices i, j ∈ {1,2,3} se tiene que ai,j =

(2 − i)(3 − i)
2

(a(2 − j)(3 − j)
2

+ b(j − 1)(3 − j) + c(j − 1)(j − 2)
2

)

+ (i − 1)(3 − i) (d(2 − j)(3 − j)
2

+ e(j − 1)(3 − j) + f(j − 1)(j − 2)
2

)

+ (i − 1)(i − 2)
2

(g(2 − j)(3 − j)
2

+ h(j − 1)(3 − j) + k(j − 1)(j − 2)
2

) .

1.5.3. R/

⎛
⎜
⎝

−14 −9 −14
0 5 −5
26 −9 −14

⎞
⎟
⎠
.(a)

⎛
⎜
⎝

5 9 22
−24 −27 0
−38 21 0

⎞
⎟
⎠
.(b)
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⎛
⎜
⎝

11 −21 1
3 −20 −3
8 −16 −25

⎞
⎟
⎠
.(c)

⎛
⎜
⎝

−5 −3 −7
0 −3 6
2 3 3

⎞
⎟
⎠
.(d)

1.5.4. R/

(0 1 1
1 0 1

) y (0 2 3
4 0 5

).(a)

⎛
⎜
⎝

1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
1 1 1 1

⎞
⎟
⎠
y
⎛
⎜
⎝

0 −2 3 4
0 2 −3 −4
0 −2 3 4

⎞
⎟
⎠
.(b)

(0 −1
1 0

) y ( 3 2
−2 −1).(c)

⎛
⎜
⎝

1 1/2 1/3
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠
y
⎛
⎜
⎝

2 −3/2 2
−4 1 −2/3
3 1 −1

⎞
⎟
⎠
.(d)

(1 3 3 3
2 1 3 3

) y (−4 3 3 3
2 6 3 3

).(e)

⎛
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞
⎟
⎠
y
⎛
⎜
⎝

2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0

⎞
⎟
⎠
.(f)

1.5.5. R/ Se toma A = (aij) y B = (bij).

(a) A = At si y solo si aij = aji, para todo i, j, que es la
definición de ser simétrica.

(b) Tome α(A + B) = (cij) y αA + αB = (dij). Ahora
cij = α(aij + bij) = αaij + αbij = dij para todo i, j, por lo
tanto α(A +B) = αA + αB.
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(c) Tome A(B+C) = (lij) y AB+AC = (rij). Entonces:

lij = (ai1, . . . , aim) ⋅ (b1j + c1j , . . . , bmj + cmj)
t

= ai1(b1j + c1j) +⋯+ aim(bmj + cmj)
= (ai1b1j + ai1c1j) +⋯+ (aimbmj + aimcmj)
= (ai1b1j +⋯+ aimbmj) + (ai1c1j +⋯+ aimcmj)

= (ai1, . . . , aim) ⋅ (b1j , . . . , bmj)
t

+ (ai1, . . . , aim) ⋅ (c1j , . . . , cmj)
t

= rij ,

lo que muestra la igualdad.

(d) La entrada (i, j) de (A+B)t es la entrada (j, i) de
A + B, es decir, aji + bji, y esta es justamente la entrada
(i, j) de At +Bt.

1.5.6. R/

⎛
⎜
⎝

31
8
−42

⎞
⎟
⎠
.(a)

⎛
⎜
⎝

6x + 9y + 2z + 1
−9y + 7z + 1

9x + 4y − 9z + 1

⎞
⎟
⎠
.(b)

⎛
⎜
⎝

17 − x
−2 − x
4 − x

⎞
⎟
⎠
.(c)

8x2 + 20xy − 9y2.(d)

1.5.7. R/

(1 0
0 1
).(a)

⎛
⎜
⎝

x3 0 0
0 y3 0
0 0 z3

⎞
⎟
⎠
.(b)



16 1 MATRICES

1.5.8. R/

( 1 3
−3 −1).(a)

(0 0
0 0
).(b)

⎛
⎜
⎝

−a/b 3 0
a a2 + 3a + b − 1 ab + 3
1 a + 3b b − 1

⎞
⎟
⎠
.(c)

⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠
.(d)

1.5.9. R/

(x
y
) = (−6

7
).(a)

⎛
⎜
⎝

x
y
z

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

−2
−2
2

⎞
⎟
⎠
.(b)

(x, y) = (1,−9).(c)

(x, y, z) = (9,1,2).(d)
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