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Capitulo 1

Introduccion a la Légica

En este capitulo estudiaremos los elementos iniciales de la l6gica proposi-
cional. Se trata de las nociones fundamentales para la expresion correcta de las
ideas matematicas y el planteamiento de demostraciones sencillas.

La légica se ocupa de establecer métodos de razonamiento que separan los
razonamientos vélidos de los no validos. Un razonamiento es una coleccién de
proposiciones que llevan a una conclusién. De manera que el primer concepto
fundamental de la 16gica es la proposicién.

Definicién 1.1. Proposicién o enunciado: es una afirmacién que es falsa o ver-
dadera pero no ambas.

Ejemplo 1.1. Son proposiciones, afirmaciones como las siguientes:

1. Luis vino a clases hoy.
2. Amaneci6 lloviendo.
3.5-8=3.

4. Leibniz es un matemético famoso. O

La veracidad o falsedad de una proposicion se llama valor de verdad. Asi por
ejemplo, si hoy amaneci6 lloviendo, entonces el valor de verdad de la proposi-
cién (2), del ejemplo 1.1, es verdadero, de lo contrario su valor de verdad es
falso.

Las proposiciones se denotan con letras mintisculas p, ¢, 7, ... No son proposi-
ciones o enunciados expresiones como: una orden, una pregunta o bien una
expresion que involucra variables no definidas.
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Ejemplo 1.2. No son proposiciones:

1. Debes tener listo el material para mafiana.
2. ;Cuaanto tiempo vas a estar aqui?

3. x+ry=y-+x O

1.1. Proposiciones compuestas

Todos los ejemplos de proposiciones dados anteriormente son proposiciones
simples. Una proposicién compuesta es la combinacién de dos o més proposi-
ciones simples ligadas mediante conectivas. Son ejemplos de conectivas: y; o; si
..., entonces; etc.

Las proposiciones compuestas se denotan con letras maytsculas. El valor
de verdad de una proposicion compuesta estd determinado por el valor de ver-
dad de cada una de las proposiciones simples que la conforman y por la o las
conectivas involucradas. A continuacién se detallan algunas de las conectivas
légicas.

1.1.1. Negacioén

Si p es una proposicion, entonces “no p” es la negacién de p. Para negar
una proposicion, se antepone el simbolo — a la letra que denota la proposi-
cién original. La negacién de una proposicién también es posible expresarla
anteponiendo la frase “es falso que” o “no se cumple que”.

La negacién de un enunciado resulta verdadera si el valor de verdad del
enunciado original es falso, y la negacién de un enunciado resulta falsa si el
enunciado es verdadero. En otras palabras p y — p siempre tienen valores de
verdad opuestos.

Ejemplo 1.3. Sea “p: Acapulco es la capital de México”, entonces la negacién
de p es “— p: Acapulco no es la capital de México”.

Note que p es falsa de ahi que — p es verdadera. 0

Los valores de verdad de una proposicién y su negacion las representamos
mas brevemente en una tabla, llamada tabla de verdad, de la manera siguiente:

P
0
01

S
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En la primera columna colocamos los valores de verdad de la proposicién
original, denotada p, que puede ser verdadera o falsa, esto se indica 1 o 0 res-
pectivamente. En la segunda columna, la nueva proposicién —p, que resume: si
p es verdadera, entonces —p es falsa y si p es falsa, entonces —p es verdadera.

1.1.2. Conjuncién

£_ 7

Cuando dos proposiciones se combinan con la palabra “y”, el enunciado re-
sultante se llama conjuncién. Para denotar la conjuncién utilizamos el simbolo
“N”; p \ q denota la proposiciéon compuesta a partir de las proposiciones sim-

ples p, q.

Ejemplo 1.4. De las proposiciones simples:

p: Marta lleg6 tarde.

g: Marta present6 la prueba.
es posible construir proposiciones compuestas como las siguientes:

(a) Marta lleg6 tarde y presento la prueba: p A g.
(b) Marta lleg6 tarde y no present6 la prueba: p A —g.

(c) Marta ni lleg6 tarde, ni present6 la prueba: —=p A —g. ]

El valor de verdad de una proposiciéon de la forma p A g, depende de los
valores de verdad de p y de 4. Una conjuncién es verdadera si ambas com-
ponentes son verdaderas y es falsa si alguna de las componentes es falsa. La
siguiente tabla de verdad expone los valores de verdad que asume una conjun-
cién en todos los casos posibles:

plalprig
1[1] 1
110] o
0[1] o0
olo| o

Ejemplo 1.5. La conjuncién: “2 es un nimero primo e impar” es falsa porque
una de las proposiciones es falsa. O
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1.1.3. Disjuncion

La proposicion resultante de dos proposiciones conectadas con la palabra
“0” se llama disjuncién. Debe distinguirse entre dos tipos de disjuncién, la in-
clusiva y la exclusiva.

Una disjuncién inclusiva es aquella en la que la proposicién resulta ver-
dadera si al menos una de las proposiciones involucradas es verdadera.

Ejemplo 1.6. Disjuncién inclusiva:

1. “Luis estudi6 francés o estudi6 inglés” es una proposicion falsa solo si
Luis no estudié ninguno de estos dos idiomas, de lo contrario es ver-

dadera.

2. La disjuncién “2 es un ntimero primo o impar” es verdadera porque una
de las proposiciones es verdadera. O

La disjuncién inclusiva se denota con el simbolo “VV” y su tabla de verdad
es la siguiente:

plalprVvy
1[1] 1
10| 1
o[1] 1
olo| o

Una disjuncién exclusiva es aquella en la que la proposicién resulta ver-
dadera cuando exactamente una de las proposiciones es verdadera y la otra
falsa.

Ejemplo 1.7. Disjuncién exclusiva: “Cata ird hoy a las 8:00 pm al cine 6 al
teatro”. Se trata de una disjuncién exclusiva porque es verdadera si Cata fue
al cine o al teatro y obviamente no pudo haber realizado ambas acciones. U

La disjuncién exclusiva se denota con el simbolo V y su tabla de verdad es
la siguiente:

P|4q]|pvq
171 0
110] 1
0|1} 1
0101 O
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1.1.4. Condicional

Un enunciado condicional se obtiene al colocar la palabra “si” antes de la
primera proposicion y la palabra “entonces” antes de la segunda. La proposi-
cién que se encuentra entre el “si” y el “entonces” se llama antecedente y la
proposicion que aparece luego del “entonces” es el consecuente. El condicional,
“si p, entonces g” se denota p — 4.

Ejemplo 1.8. Las siguientes son proposiciones condicionales:

(a) Si en un papel de tornasol azul se coloca un 4cido, entonces el papel se
volveré rojo.

(b) Si AABC es equilatero, entonces es is6sceles.
(c) Siel motor estd funcionando, entonces tiene combustible.
(d) Sillueve, entonces hay nubes. 0
En una proposicién p — g, el consecuente g es la condicién necesaria y el
antecedente p es la condicién suficiente.
Ejemplo 1.9. (a) Es suficiente que llueva para que haya nubes. O bien:
(b) Es necesario que haya nubes para que llueva (pero no es suficiente).

(c) Es necesario que el motor tenga combustible para que trabaje (no es sufi-
ciente).

(d) Es suficiente que el motor trabaje para saber que tiene combustible. U]

Un condicional es también llamado una implicacién, el antecedente implica
el consecuente.

Aligual que las conectivas anteriores, el valor de verdad de una implicacién
estd determinado por los valores de verdad de sus proposiciones simples (an-
tecedente y consecuente). La siguiente tabla de verdad muestra los valores de
verdad que puede tomar un condicional:

Pl9|P—1q
1|1 1
110 0
01 1
0]0 1

Note que el condicional resulta falso tinicamente en el caso en el que el
antecedente sea verdadero y el consecuente falso. Es decir, para que p — ¢ sea
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falso debe ser verdadera la proposiciéon compuesta: p A —g, puesto que p A =g
es verdadero solo si p es verdadero y g es falso y es presisamente en este caso
donde p — g es falso. En conclusién, la negacién de p — g es p A —¢; més
adelante se detallaremos en este aspecto.

A partir de un condicional “p — q”, es posible formular otros condicionales
que involucrana py ag:

a) Reciproca: ¢ — p se llama la reciproca de p — ¢. El valor de verdad de
(a) Recip g — psell 1 ) de p — g. El valor d dad d
p — g no determina el valor de verdad de su reciproca g — p.

Ejemplo 1.10. La proposicion “Si dos dgulos son alternos externos entre para-
lelas, entonces son congruentes”; es verdad mientras que su reciproca es falsa.

Sin embargo, la proposicién “si n? es par, entonces 1 es par; n € IN” es

verdadera y su reciproca también lo es. ]

(b) Contrapositiva: ~q — —p se llama la contrapositiva de p — ¢. El valor de
verdad de p — g determina el valor de verdad de su contrapositiva. Es
decir las proposiciones p — gy g — —p poseen los mismos valores de
verdad para los mismos valores de verdad en sus proposiciones simples.

Lo anterior puede apreciarse claramente observando sus tablas de verdad:

Pl9|P—1q pilq9|p| ™ |9 — P
1)1 1 11| 0 0 1
110 0 110 0 1 0
01 1 01| 1 0 1
010 1 0j]0| 1 1 1

Ejemplo 1.11. Las parejas de proposiciones siguientes corresponden a la pro-
posicién y su contrapositiva, note que cada pareja posee el mismo valor de
verdad.

a1) x<4—-x<2xeR.

@) x>2—x>4xeR

by) Si el lunes amanece lloviendo, entonces no vengo a clases.

by) Sivengo a clases el lunes, entonces no amaneci6 lloviendo. ]
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1.1.5. Bicondicional

La ultima conectiva de interés es el bicondicional, que se simboliza <. Un
enunciado bicondicional es la conjuncién de dos condicionales, donde el an-
tecedente de uno es el consecuente del otro y viceversa. Simbdlicamente:

PoQ=(P—QAQ—P).

que se lee “P si y solo si Q es equivalente a P implica Q y Q implica P”. La
expresion “P siy solo si Q” se abrevia escribiendo “P sii Q”.

Ejemplo 1.12. Las siguientes proposiciones son ejemplos de bicondicionales.

(a) La proposicién: “Aumentar la produccién implica bajar la pobreza y bajar
la pobreza implica aumentar la produccién” es equivalente a la afirma-
cién: “Aumentar la produccién si y solo si bajar la pobreza”.

(b) “Un triangulo es equilétero si y solo si es equiangulo”.

() (a=0Vvb=0)«—a-b=0abeR
Estas proposiciones también podemos leerlas de la siguiente forma:

(a) Aumentar la produccién es necesario y suficiente para bajar la pobreza.

(b) Para que un tridngulo sea equildtero es necesario y suficiente que sea
equidngulo.

(c) Paraquea-b=0;a,b € R, es necesario y suficiente quea =00b = 0. [

Los valores de verdad de una proposicién bicondicional estdn dados por la
tabla

Pl9|P—1q
1|1 1
110 0
0|1 0
0]0 1

Es decir un bicondicional es verdadero cuando sus dos proposiciones poseen
el mismo valor de verdad, de lo contrario es falso.
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Ejercicios 1.1

10.

11.
12.

13.

14.
15.

En los ejercicios 1 a 3 considere las proposiciones a, b, ¢ siguientes:
a : “me levanto temprano”.

b : “es lunes”.

c : “voy a clases”.

Traduzca cada proposicion siguiente, usando notacién légica.
Es lunes y me levanto temprano.

Voy a clases o no me levanto temprano.

Ni me levanto temprano, ni voy a clases.

En los ejercicios 4 a 9 determine el valor de verdad de cada proposicion, segiin los
valores de verdad dados: p : falso, q : verdadero, r : falso.

pAg 6. (pAq)Vr 8. ~(pVva)
pA—q 7. (pV ) A 9. pN=(gAr)
Suponga que p A g es verdadero, proporcione los valores de verdad para:

a) pA—q ) pVq e) 7(pVaq)
b) pVyg d) -pA—g

Sip es falso, ;cudl es el valor de verdad de ——p?

Si la proposicion p A —q resulta verdadera, ;cudles son los valores de ver-
dad de py g?

Si pVq es falsa, jcudl es el valor de verdad de p V ¢?

En los ejercicios 14 a 17 considere las proposiciones p, q y r siguientes:
p : “Es lunes”,

g : “hace calor”,

r : “me levanto temprano”,

t: “voy a clase”.

Traduzca cada proposicion usando notacién légica.
Si es lunes, entonces me levanto temprano y voy a clases.

Si hace calor, entonces no me levanto temprano.
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16. Voy a clases si y s6lo si no hace calor.
17. Sino es lunes, ni hace calor, entonces no voy a clases.

En los ejercicios 18 a 21 enuncie la reciproca y la contrapositiva de cada proposi-
cion.

18. Si mejora su rendimiento, entonces ganard el curso.
19. Sino esté lloviendo, entonces hace calor.
20. Si x < 8, entonces x2 < 64;x € R.

21. Six2=1,entoncesx =16 x = —1.

1.2. Construccion de tablas de verdad

A partir de las tablas basicas estudiadas es posible determinar los valores de
verdad de proposiciones que involucran dos o mas conectivas, mediante el uso
de tablas de verdad. No hay una tnica forma de plantear una tabla de verdad
para una proposicién, pero a continuaciéon damos algunas sugerencias.

La tabla se inicia colocando tantas columnas como proposiciones simples
haya involucradas y tantos renglones como posibles combinaciones haya entre
los valores de verdad de cada una.

Colocamos, luego, una columna por cada conectiva, es decir se ordenan las
proposiciones involucradas de la més simple a la mas compleja. Utilizamos las
tablas de verdad de cada conectiva, para determinar los valores de verdad en
las nuevas columnas.

Ejemplo 1.13. Determinar los valores de verdad de p — (p A —q).
Solucion:

p — (p A —q) es un condicional, cuyo consecuente es una conjuncién. Para
determinar sus valores de verdad se requiere de los valores de verdad de p (el
antecedente) y de (p A =g). A su vez, para determinar el valor de verdad del
consecuente se requiere de las tablas de verdad de la A y de la negacién.

pla|-q|pA-q|p—(pA—9q)
1[1] 0 0 0
110 1 1 1
0/1] 0 0 1
0lo] 1 0 1

La proposicién p — (p A —q) es falsa inicamente en el caso en que p y 4 son
verdaderas. O
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Ejemplo 1.14. Determinar los valores de verdad de (p A7) V (g — —r).
Solucion:

(p A1)V (g — —r) es la disjunciéon de una conjuncién y una implicacion.
Hay involucradas tres proposiciones simples; por lo t anto, para iniciar la tabla
se requiere de 3 columnas y 8 renglones (es decir, 23 posibles combinaciones
entre los valores de verdad). Para determinar los valores de verdad de la dis-
juncién, debe determinarse primero los valores de verdad de la conjuncién p A r
y los de la implicacién (9 — —r), esta tltima, requiere a su vez de los valores
de verdad de —r; de ahi que un orden conveniente de las proposiciones sea el
siguiente:

plglr|pAr|orlg—or | (pAr)V(g— r)
1111 1
1110 1
1101 1
1/0(0 1
011]1 0
0110 1
0101 1
0100 1
Complete la tabla y verifique la tltima columna. 0

Observe que hay varios detalles a la hora de confeccionar una tabla, ellos
son ttiles para garantizar una tabla correcta y completa:

1. Sila proposicion en estudio contiene 1 proposiciones simples, entonces la
tabla contiene 2" renglones. Es decir, existen 2" combinaciones entre los
valores de verdad de cada proposicién simple.

2. Para no repetir combinaciones el siguiente orden es ttil: en la primera
columna se coloca 2"~ ! renglones verdaderos y 2! falsos (esto es la mi-
tad del total de filas); en la segunda columna y alternando, se colocan
2"=2 yerdaderos y 2"-2 falsos; en la tercera columna y alternando se colo-
can 2"~3 verdaderos y 2" falsos y asi hasta la n-ésima columna que se
coloca uno verdadero y otro falso.
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TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCIONES

Se analizardn ahora dos tipos especiales de proposiciones: PV =Py P A =P,
se han denotado en maytsculas para resaltar la forma de las proposiciones y
no el contenido. Se trata de proposiciones como:

Ejemplo 1.15. 1. Esta lloviendo o no esta lloviendo.
2. La camisa de Pablo es roja y no es roja.
3. Miguel Echandi fue presidente de Costa Rica o no fue presidente.
4. Graham Bell invent? el teléfono y no inventé el teléfono. O

Definicién 1.2. Una tautologia es una proposicién que siempre es verdadera,
independientemente de los valores de verdad de sus proposiciones simples.

Ejemplo 1.16. PV —P : es la disjuncién de una proposicién y su negacion;
donde P puede ser a su vez compuesta.

Independientemente de la forma de P (una conjuncién o una disjuncion,
una negacion o una implicacién), como proposicion que es, es verdadera o fal-
sa, de ahi que toda proposicién de la forma P VV —P tiene la siguiente tabla de
verdad:

P|-P|PV-P
1 0 1
0 1 1

En otras palabras la proposicién P V =P independientemente de los valores
de verdad de P, siempre es verdadera, de ahi que reciba el nombre de tau-
tologia. Ahora bien, no se esta afirmando que toda tautologia sea de la forma
PV —P. O

Definicién 1.3. Una contradiccién es una proposiciéon que siempre es falsa,
independientemente de los valores de verdad de sus proposiciones simples.

Ejemplo 1.17. P A =P :la conjuncién de una proposicién (simple o compuesta)
y su negacion tiene la siguiente tabla de verdad:

P| =P |PA=P
110 0
0] 1 0

Es decir, independiente de los valores de verdad de P, la proposiciéon P A =P
es falsa, de ahi que se llama una contradiccién. O
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Ejercicios 1.2

En los ejercicios 1 a 5 construya la tabla de verdad de cada una de las proposi-

L(p—=r)A(rVp) 4 (pA—q)— (g —7)
2. (aAb) —r 5 (pA—g) — [(rVg)Ap]
3. "pA(q—r)

En los ejercicios 6 a 9 muestre que las proposiciones son tautologias.

6. ~(pVvg) = ~pVg
7.(p—a) = [(pVr) = (g = 7)]
8. p—(pV—a)
9. (p = q) = =(pveq)
En los ejercicios 10 a 12, si la proposicion p — q es falsa, determine el valor de
verdad de cada una de las proposiciones.
10. pV —q 11. =p A —gq 12. g —p

13. Muestre que la siguiente proposicién es una contradiccion:

(pA=q)AN(p—q)

1.3. Proposiciones equivalentes

En péginas anteriores definimos el bicondicional de Py Q como:

P=Q=P—-QAN(Q—7P)

Si planteamos por aparte las tablas de verdad de ambas proposiciones:

P|Q|P-Q PIQ|P-Q|Q—P|(P-Q)A(Q—P)
111 1 111 1 1 1
110 0 110 0 1 0
01 0 01 1 0 0
00 1 010 1 1 1

observamos que éstas poseen los mismos valores de verdad para los mismos
valores de verdad en sus proposiciones simples. Parejas de proposiciones como
éstas, se denominan proposiciones légicamente equivalentes.
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Definicién 1.4. Dos proposiciones son légicamente equivalentes sii poseen los
mismos valores de verdad, para los mismos valores de verdad en sus proposi-
ciones simples.

Es posible afirmar también, que dos proposiciones R y T son légicamente
equivalentes si la proposicién compuesta R <+ T resulta una tautologia. De
manera que, para mostrar la equivalencia de dos proposiciones se tienen dos
opciones: plantear dos tablas de verdad, una con cada proposicién, como se
hizo arriba o bien, una sola tabla conectando ambas proposiciones con un bi-
condicional y obteniendo una tautologia.

Ejemplo 1.18. Mostrar que las proposiciones P : =(r At) y Q : (—-r V —t) son
légicamente equivalentes.

Solucién:

Construimos una tabla de verdad en la que primero determinamos los valo-
res de verdad de —(r A t) y los de =7 VV —t. Luego conectamos estas dos proposi-
ciones con «.

rlt | rAt| a(rAt) | < | orvV ot | or | ot
111 1 0 1 0 0|0
110 0 1 1 1 0|1
0|1} 0 1 1 1 110
00| O 1 1 1 1] 1
Se ha mostrado que P « Q es una tautologia, de ahi que P = Q. ]

En la tabla 1, que aparece en la pagina 14, se presentan algunas equivalen-
cias loégicas, que resultardn ttiles para mostrar otras equivalencias mas elabo-
radas. Estas reglas permiten mostrar la validez de un argumento. En todos los
casos el lector puede plantear la tabla de verdad correspondiente y verificar
asi que se trata de tautologias.

A la mayoria de las equivalencias se le ha asignado un nombre que sugiere
de qué propiedad se trata y, posterior a la tabla, aparecen algunos comentarios
que le pueden ayudar a una mejor comprensién de la misma.
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Tabla 1. Equivalencias légicas

1. Doble negacién 8. Leyes de De Morgan
2. Leyes conmutativas (b) -(PAQ)=-PV-Q

@PVQ=QVP
G PAQ=QAP

9. Contrapositiva

@©@P=Q=Q<P
3. Leyes asociativas 10. Implicacién

@ (PVQ)VR=PV(QVR) P—Q=-PVQ

(b) (PAQ)AR=PA(QAR) 11. Negacién del condicional
4. Leyes distributivas -(P—-Q)=PA—-Q

@ (PVQ)AR=(PAR)V(QAR)
®)(PAQ)VR=(PVR)A(QVR)

5. Leyes de idempotencia

12. @) PVQ=-P—Q
(b) PAQ=~(P— Q)

(@PVP=P 13. (@) (P—=>R)A(Q—R)=(PVQ) =R
(b)yPAP=P (b) (P = Q)A(P—R)=P— (QAR)
6. Leyes de identidad ! 14. Equivalencia
@PvC=P PoQ=(P—QAQ—P)
b)PVT=T
(©PAC=C 15. Ley de exportacion
(dPAT=P (PAQ)—-R=P— (Q—R)
7. (@PV-P=T 16. Reduccion al absurdo
(byPAN-P=C P—-Q=(PA-Q)—C

Nota: Observe que todas las equivalencias se han escrito con letras maytsculas,
este es un detalle importantisimo que estd diciendo que en todos los casos lo
que interesa es la forma de la proposiciéon y no el contenido.

La regla (1) se refiere a la doble negacién, dice que negar dos veces una
proposicion es equivalente a afirmarla y viceversa, independientemente de la
proposicion.

Ejemplo 1.19.
1. ~—r=vr 4. == (=s) = —s
2. N=--N 5. p—=qg=-(p—q)
3. -a(pAg)=pAg 6. aVb=-—-(aVD) O

1c y T denotan contradiccién y tautologia respectivamente.
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La regla (2) afirma que la conjuncion, la disjuncién y el bicondicional son
conmutativas, de manera que tal regla es aplicable a cualquier proposicién que
tenga una de estas tres formas, sin importar quién sea P o Q, basta con que sean
proposiciones.

Ejemplo 1.20.

1. rvVt=tVr(regla?2a)

2. 0 - b=Db« {(regla2c)

3. (pvg)Am=mA(pVq) (regla 2b)

4. (avVb) > p=p < (aVD) (regla2c)

5.aV (b—c)=(b—c)Va(regla?2a) O

La regla (8) se utiliza con frecuencia. Afirma que la negacién de una dis-
juncién es equivalente a la conjuncién de dos negaciones y la negacién de una
conjuncioén es equivalente a la disjuncién de dos negaciones.

Ejemplo 1.21.

1. Afirmar: “Es falso que, Manuel no es médico y habla francés” es equiva-
lente a decir “Manuel es médico o no habla francés”.

2. Afirmar: “Emilia estd enferma y falté a clases hoy” es equivalente a decir
“Es falso que, Emilia no estd enferma o vino a clases hoy”

3. Combinando reglas anteriores es posible afirmar:
S(pAQVr=rVa(pAg) =rV(-pV-g) = (rV-p)V-og = -(-rAp) Vg, ete.

O

La proposicién (10 a) permite la transformacién de un condicional en una
disjuncién y viceversa. Debe notarse aqui que los elementos del condicional
son Py Q, mientras que los de la disjuncion son la negacién del antecedente
con el consecuente en su forma original, donde P o Q no necesariamente son
proposiciones simples.

Ejemplo 1.22.
l.a—b=—-aVvb 3.a—-b=-aVv-b

2.p—(gAr)=-pV(gAT) 4. pVg=-p—q O
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Ejercicios 1.3

12.
13.

16.

17.

19.

1.4.

A

En los ejercicios 1 a 11 aparece una proposicion, aplique la regla que se indica
para obtener una equivalencia.

p—(gAr) (10) 7. al(p—q)vr] ()

(pAg)—r (10) 8. =[(pAq)Vr] (8)

ANg)V — 4
o @ 9. 2[h—(pVvr)] (A1)
(mpva)Ar (4
(mVH)A(hAg) (4) 10. =[(nVt) —s] (11)
(mVEHA(Vg) 4 11. =[(aVb) A (rve)] (8)

En los ejercicios 12 a 15 aparece una equivalencia, indique el niimero de regla que
se aplico.

s—(png)=—(prg)—-s 14 (pvg)ra=(pAa)V(gha)

p—=r=pVr 15. (=rAq)V (mrAp)=-rA(qVp)

Explique por qué la siguiente expresiéon no es una equivalencia:

[p — (gATr) = (p — q)]. ;(Cuél es el error?

Demuestre la veracidad de las proposiciones 17 a 19. No use tablas de verdad.
~(p—a)=pAq 18.p—g=-q—-p

—l(p—=a)A(=pVg)=p

Implicaciones 16gicas

Definicién 1.5. Dadas dos proposiciones P y Q, se dice que P implica 16gica-
mente Q sii cuando P es verdadero, entonces Q es verdadero. Simbélicamente
se escribe P— Q si y sélo si la proposiciéon P — Q es una tautologfa.

Ejemplo 1.23. La proposicion (p A g) — p es una implicacion 16gica porque:

plalpig| (phqg) —p
111 1 1
110 o 1
0/1| o 1
0/0| o 1

es una tautologia. O
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La tabla 2 que aparece adelante, presenta algunas implicaciones légicas de
gran utilidad en la demostracién de otras implicaciones o de la validez de ar-
gumentos.

Es importante aclarar la diferencia entre una equivalencia y una implicacién
l6gica. En una equivalencia légica la proposiciéon de la izquierda se puede trans-
formar en la proposicion de la derecha y viceversa. En una implicacién légica,
unicamente la proposicion de la izquierda se puede transformar en la proposi-
cién de la derecha pero no viceversa.

Lo anterior se puede ilustrar facilmente tomando cualquier proposicién de
la tabla 2 y construyendo la tabla de verdad no para un — sino en < y se
notard que no se obtiene una tautologia.

Ejemplo 1.24. La proposicion (18) afirma que si p A g es verdadero de seguro p
también lo es, pero que si p es verdadero no se puede asegurar que p A g lo sea,
de ahi que p — (p A q) no resulta una tautologia. O

Tabla 2. Implicaciones 16gicas?

17. Adicién 22. Silogismo disyuntivo
P=(PVQ) [(PV Q) A -] = Q

18. Simplificacién 23. P=[Q— (PAQ)]
(PAQ) =P 24. Transitividad de <

19. Absurdo [(P—Q)A(Q«< R)]= (P+<R)
(P=C)= P 25. Silogismo hipotético

20. Modus ponens [(P—Q)A(Q—R)]= (P—R)
[PA(P—Q)]=Q 26. (a) (P— Q)= [(PVR)— (QVR)]

21. Modus tollens

[(P— Q) A—Q] = P (b) (P—Q)=[(PAR)— (QAR)]

(€ (P—Q)=[(Q—R)— (P=R)]

27. Dilemas constructivos
@@ [(P—=QA(R—=S)]=[(PVR
b) (P— Q) A(R—S)]=[(PAR

Lo
0 ©
> <
“n N

28. Dilemas destructivos

@ [(P—= QA (R—=S)]= [(-QV=5) = (=PV =R)]
®) [(P= QAR =)= [(-QA=S) = (=PA=R)]

Aligual que en las equivalencias 16gicas, para utilizar una implicaciéon en la
transformacién de una proposicion lo que interesa es la forma de tal proposi-
cién y no el contenido.

2El simbolo “=" indica implicacién.
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Ejemplo 1.25. La proposicién (20) afirma que si se tiene un condicional, del cual
se sabe que su antecedente es verdadero, se puede asegurar que el consecuente
lo es también, sin importar el contenido de estos elementos:

[(rvm)A[(rvm) —h]|=h

Ejercicios 1.4

N o gl »w DN

15.

17.

18.

20.

21.

23.

25.

En los ejercicios 1 a 14 aparece una proposicion, aplique la regla que se indica
para obtener una implicacion légica.

(mVt)As (18) 8. [(aVb)A[(aVvb) —d]] (20)
(pAr)Ang (18) 9. [rA(r——q)] (20)

(p—q)Aq (18) 10. [rA(p——r)] (@21

rA(=p—h) (18) 11. [(=s > h) A=h] (21)

~(sVm) A(p—a) (18) 12, ([(m V1) — (aAB)] A (~av-b)] (1)
[t A (=t —a)] (20) 18 [(rV—m)Am] (22)

[(m — n) Am] (20) 4. [-pA(=qVp)] (22)

En los ejercicios 15 a 20 aparece una implicacién 16gica, indique el niimero de
regla que se aplicé.

[(mVr)AN—r]=m 16. (pVg)ANa=a
[a— (mVvn)]A[mVr)—pl=(a—p)
(r——p)Ap=—r 19. (—a — —b) A —a = —b

p—or=(p—r)Vq

Explique por qué las expresiones 21 a 25 no son implicaciones ldgicas. ;Cudl es
el error?

(p—aq)Ngl=p 22. [(p—q)AN—pl=—q

(p—r)=(pVvq) —r 24. [(pAr) = (g—=7)]=p—q

[(pAg) —r]=>p—r
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Demuestre la veracidad de las proposiciones 26 a 28. No use tablas de verdad.
26. (pVg)AN-p=>9q
27. [ma— (mbAC)]A(c—b)=a

28. (p = q) N (r—s)=(pAr) = (qAs)

1.5. Demostraciones formales

En este apartado tratamos el planteamiento de demostraciones sin hacer
uso de las tablas de verdad, sino més bien utilizando las tablas 1 o 2 de equiva-
lencias e implicaciones légicas.

REGLAS DE SUSTITUCION

Anteriormente hicimos referencia a estas reglas, ahora las enunciaremos
formalmente.

1. Si una proposicion P es légicamente equivalente a una proposiciéon Q y
a su vez P es logicamente equivalente a R, entonces R es ldgicamente
equivalente a Q. Simbdlicamente:

SiP=QAP=R,entonces R = Q

De igual forma:
SiP=QAQ=S5,entonces P =S

2. Si una proposicion P implica l6gicamente Q y P o Q son légicamente e-
quivalentes a una proposicién R, entonces R implica l6gicamente Q, o P
implica légicamente R. Simbdlicamente:

SiP= QAP=R,entonces R = Q
SiP= QAQ=R,entonces P = R

El siguiente ejemplo ilustra como plantear una demostracién haciendo uso
de las tablas 1 0 2.

Ejemplo 1.26. Demostrar la siguiente equivalencia légica

—(p—q)=pA—q
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Solucién: La demostracién se trata de partir de una de las dos proposiciones
compuestas, transformarla una o mds veces utilizando la tabla 1, hasta obte-
ner la otra proposicion de la equivalencia. Resulta mds cémodo trabajar hacia
abajo. En cada paso se anota el ntimero de regla que se utiliz6 para realizar la
transformacion.

~(p—q)= (10)
~(-pVvg) = (8a)
—mpAg= (1)
pA—q O]

(Qué regla o reglas utilizar?, ;cudntos pasos realizar? No hay una receta,
aqui entran en juego varios factores: el conocimiento de las reglas, la mucha
préctica y por consiguiente la creatividad mental.

Definicién 1.6. Un argumento es un condicional, cuyo antecedente es la con-
juncién de dos o mas proposiciones y el consecuente es la conclusién que se
supone se deriva de dichas proposiciones. Simbélicamente: si p1, p2, p3, .., Pn
y g4 son proposiciones, entonces una expresion de la forma

PiAP2APIAN... APy — ¢

se llama argumento.

Se trata ahora de probar la validez o no de un argumento.

Aunque en teoria las tablas de verdad son apropiadas para probar la validez
o no de un argumento, en la préctica resulta algo complicado de manejar, a me-
dida que aumenta el niimero de proposiciones. Un método més eficiente es la
deduccién, un razonamiento deductivo es aquel que permite extraer la con-
clusién apartir de sus premisas, mediante la utilizacion sucesiva de equivalen-
cias o implicaciones légicas.

Ejemplo 1.27. Demostrar la validez del siguiente argumento.

Siaumenta la temperatura, se deshacen los glaciares. Si quemamos los dese-
chos, entonces se reduce la capa de ozono. Si se reduce la capa de ozono, se fil-
tran mas rayos ultravioletas. Quemamos los desechos o reciclamos. Si se filtran
mas rayos ultravioletas, aumenta la temperatura. No se deshacen los glaciares.
Por lo tanto, reciclamos.

Solucién: Traducimos cada proposicion a lenguaje 16gico. Sean
a : aumenta la temperatura.
d : se deshacen los glaciares.

g : quemamos los desechos
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0 : se reduce la capa de ozono
f : se filtran mds rayos ultravioletas
r : reciclamos

entonces el argumento es:

J—

a—d premisa

g — o0 premisa

o — f premisa

qVr premisa

f —a premisa
—d  premisa
-

W N

Q1

NN AN AN N
)} =~
— — N

Cada proposicién anterior a la conclusién se llama premisa. Resulta maés
cémodo colocar una premisa por renglén. El simbolo .". se lee “por lo tanto” e
indica que sigue la conclusion.

Recuerde que las premisas estdn conectadas con A y como se trata de un
condicional se quiere probar que la veracidad de las premisas llevan a la ve-
racidad de la conclusién, por lo tanto el condicional es verdadero.

Demostracion:

(1) a—d premisa
(2) g—o premisa
B) o—f premisa
(4) qvr premisa
(5) f—a premisa
(6) —d premisa
(7) a—f (@A(G):2
8) g—a (7)N(5):25
9) —a (6) A (1):21
(10) —gq (9) A (8):21
(11)  r  (10)A(4):22 0

El niimero después de : indica el niimero de regla que se utiliz6 y el nimero
0 numeros anteriores indican las premisas conectadas. La tltima proposicién
es la conclusion del argumento.

Notese que se ha obtenido la conclusién utilizando todas las premisas y que
no se ha requerido de otra proposicién no incluida en el argumento, es decir las
premisas deben ser necesarias y suficientes para obtener la conclusién.

La demostracién anterior se llama demostracién directa, existe otro tipo de
demostraciéon formal que se llama demostracién por contradicién. Este méto-
do se basa en probar que la negacién del argumento es falsa, por lo tanto el
argumento es verdadero.
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Ahora bien, negar un argumento significa negar un condicional. En paginas
anteriores se prob6 que =(p — q) = p A =g, de manera que

S[(pr Ap2 Ao Apn) =gl =p1APaA ... ApunAg,

se trata entonces de agregar como una premisa mas la negacion de la conclusiéon
y probar que la nueva expresién siempre conduce a una contradiccion.

Ejemplo 1.28. Demostrar por contradiccion la validez del siguiente argumento:
“Si Mario o Luisa ganan, entonces pierden Ramiro y Pedro. Mario gana. Por lo
tanto Ramiro pierde.”

Solucién: Traducimos a lenguaje l6gico:
Sea
m : Mario gana
¢ : Luisa gana
r : Ramiro pierde
p : Pedro pierde

de manera que el argumento se expresa:

(1) (mVvI)— (rAp) premisa
(2) m premisa
r conclusién

Demostracion: La conclusién es r, debe agregarse su negaciéon como una premisa

mas3:

(1) (mVvI1)— (rAp) premisa
(2) m premisa
(3) —-r premisa
(4) [(mVI])—=r]A[(mVI)— p] (1) : 13b
(5) (mVvl)—r (4) : 18
(6) —(mV1) (5) A (3):21
(7) —m A -l (6) : 8a
(8) —m (7):18
9) (—) (8)AN(2):7b

O

La validez del argumento anterior se puede demostrar también de forma
directa, inténtelo. Ahora bien, no se trata de que la validez de todo argumento
se pueda demostrar de ambas formas, sino més bien de lograr la demostracién
mas agil y elegante.

3El simbolo “—+«” indica contradiccién.
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Ejercicios 1.5

10.

11.

Traduzca cada uno de los siquientes argumentos en notacion légica y propor-
cione una demostracion formal. Las letras entre paréntesis en cada caso denotan,
respectivamente, las proposiciones simples que aparecen en el enunciado.

. Si hay inflacién hay huelgas. Si hay desempleo también hay huelgas. Hay

inflacién o hay desempleo. Por lo tanto, hay huelgas (i,h,d).

. Si estudio, saco buenas notas. Si no estudio, me divierto. Si saco buenas

notas, voy de excursion en verano. Si me divierto, gasto mds dinero. Es-
tudio o no estudio. Por lo tanto, voy de excursién en verano o gasto més
dinero. (e,n,d,v,g).

Sipaso el curso, iré de viaje. Estudio o trabajo. Si no paso el curso entonces
no estudio. No trabajo. Por lo tanto, iré de viaje. (p,v,e,t).

Si no voy en taxi y me bafio llego tarde. Si no tengo dinero entonces no
voy en taxi. No trabajo y no tengo dinero. Llego temprano. Por lo tanto,
no me bano. (v,b,t,d,w).

Si estudio computacion, entonces ganaré mucho dinero. Si estudio arque-
ologia, entonces viajaré mucho. Si gano mucho dinero o viajo mucho, no
me aburro. Por lo tanto, si estoy aburrido, no estudié computacion ni es-
tudié arqueologia. (c,d,a,v,b).

Si obtengo el puesto y trabajo duro, entonces me ascenderan. Si me ascien-
den seré feliz. No seré feliz. Por lo tanto, o no obtendré el puesto o no
trabajaré duro. (p,t,af).

Si estudio, no perderé matematicas. Si no juego futbol, entonces estudio.
Perderé matematicas. Por lo tanto, jugué futbol. (e,m,j)

Si K es entero, entonces K es primo. Si K es par, entonces es compuesto. Si
K es primo o es compuesto, entonces es mayor que 3. Por lo tanto, si K no
es mayor que 3, no es entero ni es par. (e,r,p,c,m).

Si pago la U y compro los libros, entonces me quedaré sin dinero. Si no
compro los libros no podré estudiar. Por lo tanto si no me he quedado sin
dinero y podré estudiar entonces no pagué la U. (p,c,d,e)

Si trabajo, no podré estudiar. Trabajo o apruebo matemadticas. No
aprobé matemaéticas. Por lo tanto, no estudié. (t,e,m)

Si Juan es poeta, entonces no tiene dinero. Juan no es feliz o tiene dinero.
Juan es feliz. Por lo tanto, no es poeta. (p,d,f)
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12. Si salgo temprano, entonces iré al cine o iré a nadar. Iré a nadar si y s6lo
si no hace frio. Por lo tanto, si no voy al cine, no sali temprano o no hace
frio. (t,c,n,f)

13. Mbonica dice la verdad o la prensa exagera. Clinton dice la verdad o come-
ti6 un error. Si Moénica dice la verdad, entonces Clinton no dice la verdad.
La prensa no exagera. Por lo tanto, Clinton cometié un error. (v,p,c,e)

14. Hace calor o si estd lloviendo, entonces hace frio. Esta lloviendo o hace
frio. Si hace frio, entonces hace calor. Por lo tanto hace calor. (contradic-
cioén), (c,if).

15. Sime levanto temprano y si me bafio, entonces voy a trabajar. Si voy a tra-
bajar, entonces ganaré mucho dinero. Me levanto temprano. Por lo tanto,
si no gano mucho dinero, entonces no me bafio. (t,b,w,d).

16. Sino hago la tarea, entonces no repasaré la materia. Si ordeno mi cuader-
no, entonces estaré al dia. Si no repaso la materia o si estoy al dia, en-
tonces me acostaré tarde. De ahi que, si no me acuesto tarde, entonces
hice la tarea y no ordené mi cuaderno. (t,m,0,e,a)

1.6. Cuantificadores
Tratamos ahora un tipo especial de proposiciones que denominamos proposi-

ciones cuantificadas.

Ejemplo 1.29.

(a) Para todo ntimero real mayor que 2, su cuadrado es mayor que 4.
(b) Todos los musicos son personas sensibles.

(c) Algunos ingenieros son poetas.

(d) Existe al menos un triangulo isésceles que es equilatero.

(e) Ningtin namero racional es entero. 0
Varias caracteristicas presentan proposiciones de la forma anterior:

1. Se refieren a un ntmero infinito de proposiciones o a un niimero muy
grande de ellas.

2. Utilizan expresiones como: todos, para todos, algunos, existe alguno.

3. Relacionan elementos de un grupo con elementos de otro.
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Para expresar simbdlicamente proposiciones como estas, es necesario intro-
ducir dos nuevos simbolos:
= El simbolo V que se lee “para todo”, “para cada” o “para cualquiera” se
le llama cuantificador universal, porque se refiere a todos los miembros
de cierta clase.

s

= El simbolo 3 que se lee “existe al menos uno”, “para algunos”, se le lla-
ma cuantificador existencial, porque afirma la existencia de un elemento
en particular. Es necesario ademads, una nueva notacién que nos permi-
ta hacer referencia al conjunto a que pertenece determinado elemento.
Asi por ejemplo, si p denota el enunciado “ser feliz”, entonces la expre-
sion p(x) significara “x es feliz”. La expresion p(x) se llama predicado, el
mayor conjunto al que pertenece x se llama universo y x es el sujeto de
la proposicién.

Ejemplo 1.30. Las proposiciones del ejemplo 1.29 se expresan simbdlicamente
asi:

(@ Vx e R[x >2— x >4

(b) Vx [m(x) — s(x)]; m(x) : x es musico, s(x) : x es sensible

(c) Ix:i(x) — p(x);i(x) : x es ingeniero, p(x) : x es poeta

(d) 3x / t(x) — e(x); t(x) : x esun tridngulo isoSceles, e(x) : x es un tridngulo
equildtero

(e) Vx [x € Q — x ¢ Z] 0

El simbolo “:” 0 “/” se lee “tal que”. En el caso del cuantificador univer-
sal se acostumbra encerrar entre paréntesis cuadrados la proposicion a la que
hace referencia. En la practica se agregan o quitan paréntesis para tener mas
claridad.

VALORES DE VERDAD DE UNA PROPOSICION CUANTIFICADA

» La proposicién compuesta Vx[p(x)] tiene los siguientes valores de ver-
dad:

Verdadero si p(x) es verdadera para toda x en el universo.

Falso si existe al menos una x tal que p(x) es falso.

La falsedad de una proposicién con el cuantificador universal, puede ser
demostrada con un ejemplo que no satisface el predicado; tal ejemplo se llama
contraejemplo.
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Ejemplo 1.31. En la proposicién Vx € R [x* > 1], x = 1 es un contraejemplo

pues 1 € Ry es falso que (%)2 > 1. O

Note ademas, que la via de los ejemplos no es un buen camino para de-
mostrar la veracidad de las proposiciones de esta forma, ello funciona tnica-
mente en casos en los que el universo contenga un niimero muy pequefio de
elementos.

Ejemplo 1.32. Demostrar la veracidad de la proposicién Vx € N [x2 > 0]
utilizando ejemplos que hacen verdadero el predicado, x> > 0, es imposible;
asi también no es suficiente el que algunos o muchos lo cumplan, para garanti-
zar que todos lo hacen. O

» La proposicién compuesta 3x/p(x) tiene los siguientes valores de ver-
dad:

Verdadero si p(x) es verdadera para al menos un x en el universo.

Falso si p(x) es falsa para toda x en el universo.

Ejemplo 1.33. Sea IN el universo y sea p(x) : x> —1 = 0. La proposicién
Vx[p(x)] es falsa, porque afirma que el cuadrado de todo natural menos uno
es igual a cero. Sin embargo es posible hallar nimeros naturales que no satis-
facen la igualdad, por ejemplo p(3) es falsa, porque 32 — 1 # 0. Por otra parte la
proposicion Jx : p(x) es verdadera, porque existe al menos un niimero natural,
el 1, tal que p(x) es verdadera. O

Debe notarse que en una proposicién de la forma p(x), el valor de verdad
puede variar al variar el sujeto, mientras que una vez que la variable se cuan-
tifica y se especifica el universo, el valor de verdad no varia con x. La variable
x en Vx[p(x)] o 3x : p(x) se llama variable acotada; estd acotada por el cuan-
tificador. La variable x en p(x) se llama variable libre.

Es posible también considerar predicados que estan en funcién de mas de
una variable e incluso de més de un universo, en tales casos el uso de varios
cuantificadores resulta natural. Asi por ejemplo, sea U/ el universo, x, y varia-
bles y p(x,y) un predicado de dos variables; existen ocho maneras de aplicar
los dos cuantificadores a las dos variables: VxVy, VyVx, 3x3Jy, dy3dx, Vx3y,
JyVx, Vydx, dxVy. Las dos primeras son légicamente equivalentes puesto que
tienen el mismo significado, de manera similar 3x3y : p(x,y) y Jy3x : p(x,y)
son légicamente equivalentes, las cuatro restantes no necesariamente.

» VxVy[p(x,y)] : para cualesquiera dos p(x, y).

» dx3y/p(x,y) : existen al menos dos tales que p(x,y).
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» Vx3y/p(x,y) : para cada x existe al menos un y tal que p(x,y).
= JxVy[p(x,y)] : existe al menos un x para todo y p(x,y).

Ejemplo 1.34. Sea R el universo y sea p(x,y) : x +y = 0, entonces:

i) VaVy[p(x,y)] es falso, porque es posible hallar al menos una pareja de
numeros reales, tales que su suma es diferente de cero; por ejemplo p(1,4)
es falso, 1 +4 # 0.

ii) Jx3y : p(x,y) es verdadero porque existe al menos una pareja de nimeros
reales cuya suma es cero, por ejemplo 1+ —1 = 0.

iii) Vx3y : p(x,y) esta proposicion afirma que para cada ntmero real es posi-
ble hallar al menos un real tal que su suma es cero, lo cual es verdadero
porque todo ntimero real posee inverso aditivo. Si a es cualquier real,
existe su opuesto —a tal que a + —a = 0.

iv) JyV¥x[p(x,y)] esta proposicion afirma que existe al menos un namero real
tal que sumado con cualquier real el resultado es cero, lo cual es falso.
Note que JyVx afirma que es un mismo y para todo los x aunque tal y no
tiene que ser unico.

v) Yy3x : p(x,y) en este caso particular, la proposicién hace la misma afir-
macién que Vx3y : p(x,y). Debe notarse que a cada x le corresponde un
Yy, pero que no afirma que tal y debe ser distinto para cada x.

vi) IxVy : p(x,y) es falsa por la misma razén dada en (iv). O

1.6.1. Negacién de Cuantificadores

Se generalizan ahora las leyes de DeMorgan para proposiciones con cuan-
tificadores, estas son:

1. =Vx[p(x)] = 3x/—p
2. =3x: p(x) = Vx[-p(x)]
3. Vx[p(x)] = —3x/—p(x)
4 Jx: p(x) = ~Va[p(x)]
La equivalencia (1) afirma que “no todos los elementos del universo cumplen

p(x)” es decir que “existe al menos uno que no lo cumple”. Afirmar que “no
existe al menos un elemento del universo que cumple p(x)” es equivalente a
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decir que “todos los elementos del universo no cumplen p(x)”. Decir que “to-

dos los elementos del universo cumplen p(x)” es equivalente a afirmar que “no
plen p q q

existe al menos uno que no cumpla p(x)”.

Estas leyes pueden utilizarse repetidamente para negar cualquier proposi-
cién cuantificada.

Ejemplo 1.35. (a) Negar: Vx3y/p(x,y)

=Vx3y/p(x,y) = 3Ix/-3y : p(x,y)
= dxvy[-p(x,y)]

(b) Negar: VxVy3Iz[x < z < y]

—VaVy3dz[x < z < y] = IxTyVz-x < z < y]
= dx3JyVz[(x > z) V (z > y)] O

Una proposicién “especial” que casi es una tautologia es la siguiente:

Valp(x)] — 3x: p(x).
Ejemplo 1.36.

a) “Si todo cuadrado es rectdngulo, entonces existe al menos un cuadrado
que es rectdngulo”. El universo es el conjunto de todos los rectangulos.

b) “Sitodo nifio es travieso, entonces existe al menos un nifio que es travieso”.
El universo es el conjunto de todos los nifios.

¢) “Si todos los elefantes que vuelan son blancos, entonces existe al menos
un elefante que vuela y es blanco. El universo es el conjunto de todos los
elefantes que vuelan ”. O

En el ejemplo c) la proposicién es falsa, porque el antecedente es verdadero
y el consecuente falso. Lo anterior ocurre porque el universo es el conjunto
vacio. Si usted cree que este caso Vx[p(x)] es falso, enuncie entonces un contra-
ejemplo, es decir muestre un elefante que vuele y no sea blanco. Recuerde que
la via del contraejemplo es la tinica forma de demostrar la falsedad de Vx[p(x)].

De manera que la proposicion Vx[p(x)] — 3x : p(x) es una tautologia, para
todo universo no vacio.
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Ejercicios 1.6

10.
11.

12.

13.
14.
15.

© ® N S O ok W

En los ejercicios 1 a 9 escriba logicamente las proposiciones, utilizando los si-
guientes predicados:

h(x) : x es un ser humano g(x) : x es millonario
m(x) : x teme a la muerte F(x) : x es feliz
i(x) : x es un ser imaginario

u(x) : x es un unicornio

o(x) : x es un mentiroso

(
(

p(x) : x es ignorado U={x/xesunser}

. Cualquier humano teme a la muerte.

Los unicornios son seres imaginarios.
Algunos no son millonarios y son felices.
Los unicornios existen pero son ignorados.
Todo mentiroso es infeliz.

Alguien no es feliz.

Alguien no es mentiroso.

Nadie es pobre y feliz.

Los seres imaginarios no temen a la muerte.

Escriba las expresiones 10 a 12 en notacion légica. Use cuantificadores, especi-
fique los universos, utilice R si no se especifica ningiin universo.

Six <yyy < z entonces x < z.

Para todo ntimero x mayor que cero, existe uno natural n tal que n > xy
1
x>

Para todo m, n naturales, existe p natural talque m < py p < n.

Determine el valor de verdad de las proposiciones 13 a 25. De 13 a 20 el universo
es R. De 21 a 23 el universo es IN.

Vxdy/xy =1 16. VaxVy[(x +y)? = x* + y?]
JyVx[xy = 1] 17. VxJy/(x +y)? = x> + 2
JIxJy/xy =1 18. Jyvx[(x +y)* = x> + %]
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19.
20.
21.
22.

26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.

Introduccion a la Légica

IxIy/2x —y =3A5x+3y=—-1 23. Indm/m =2n
VYm3an/2n =m
24. I3m € NVn € N[n —m = n]
VYm3an/m > n
InVm[m > n] 25. ¥x,y € R[\/x2+y*> = x + Y]

Proporcione un contraejemplo para cada una de las proposiciones 26 a 32.

Toda ecuacién en R que tenga exactamente dos soluciones distintas en R
es una ecuacion cuadratica.

Vm,n € Ndx e Ntqm < x < n.

VaxVylx —y =y —x);x,y € R.

Vx3dy/xy =1,x,y € R

Vn € N[n® < 3].

Vx € R[(x+1)% > x2].

Vn > 2[2" — 1 es primo |

En los ejercicios 33 a 51 escriba la negacién de cada proposicion.
[Vx(e(x) Ar(x))] — y(p(y) — 9(y)
Vxla(x) — Vyh(y)]

VX, ylr(x,y) — r(y, )

v, ylr(x,y) — ~r(y, %)

Vx, yvz{[r(x,y) Ar(y,z)] — r(x,2)}

A/ [(p(x) Aa(x)) ABy(p(x) Na(y))] — x =y
Vx[(r(x) vV q(x)) — (e(x) Ad(x))]

Vx3y/p(x) Am(y)

Vx,y[n(x) — (m(y) v p(y))]

Vx € Mlr(x) V p(x)] = 3y € A/=p(y) vV r(y)
dm,n e A/q(n) A[r(m,n) — —q(m)]

Vx € A[f(x)] vV 3Im € P/—=g(m) — h(x)
Vx,ylf(x) = fy) — x = yl.
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46.
47.
48.
49.
50.
51.

52.

53.

54.

55.
56.

57.

58.
59.

60.
61.

62.
63.

64.
65.
66.

Vx,ylx <y — f(x) < f(y)]

Vp primo [p/a-b— p/aAp/b]

VxeRIyeZ/x>y— (x> >y*Vx+y=0)

Cualquier entero no positivo su cubo es menor que su sucesor.
da,b € RVx € N[a < x < b]

Cualquier dia soleado hace calor y no anochece temprano.

En los ejercicios 52 a 73 exprese en lenguaje matemdtico cada afirmacion.

Si dos angulos de un tridngulo son congruentes, entonces los lados opues-
tos a ellos también son congruentes.

La interseccién de dos conjuntos es un subconjunto de cualquiera de los
conjuntos dados.

Dados dos ntimeros reales cualesquiera se cumple que: son iguales 6 uno
de ellos es mayor que el otro.

Para cada ntiimero real existe un real tal que es su inverso aditivo.

Si el producto cartesiano de dos subconjuntos de R es conmutativo, en-
tonces al menos uno de los conjuntos es vacio.

Para cualquier ntimero real existe un tinico nmero real tal que si su dife-
rencia es menor que 3, entonces el doble de su suma es mayor que 5.

La adicién en el conjunto de los ntimeros reales es cerrada y conmutativa.

Algunos subconjuntos del conjunto de los ntimeros reales son subconjun-
tos del conjunto de los nimeros racionales.

La suma de dos enteros cualesquiera es un nimero par mayor que 5.

Si la cardinalidad de la unién de dos conjuntos es igual a la suma de las
cardinalidades, entonces uno de los conjuntos es subconjunto del otro.

Existe al menos un humano que es primo de todos los humanos.

Para cualquier nimero real distinto de cero existe un tinico ntiimero real
que es su inverso multiplicativo.

Dos rectas son paralelas sii sus pendientes son iguales.
Todo conjunto es subconjunto de si mismo.

Todo ntimero entero es par o impar.
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67.
68.

69.
70.

71.
72.

73.
74.
75.
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La suma de dos enteros cualesquiera es un ntimero par.

Si el producto cartesiano de dos subconjuntos de R es conmutativo, en-
tonces al menos uno de los conjuntos es vacio.

La suma de las medidas de los d&ngulos internos de un tridngulo es 180°.

Para algunos niimeros primos mayores que 5 su cuadrado es menor que
100.

El conjunto de los ntimeros reales es un conjunto ordenado.

Para cualquier niimero real existe un ntimero real tal que si su diferencia
es menor que 3, entonces el doble de su suma es mayor que 5.

Algunos subconjuntos del conjunto de los niimeros reales son discretos.
Demuestre: 3x,y € R/3x =5y =4 A2x+y = —6

Demuestre la falsedad de Va € R[11a —8 < 6 — 3a+ 6 > 0]
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ste texto desarrolla las temdticas del curso
MA-123: Introduccién a la Matemdtica dirigido
a estudiantes de II ciclo de la carrera de Ensenanza de
la Matemadtica de la Universidad de Costa Rica.

El objetivo central es estudiar desde una perspectiva
introductoria a la formalizacién matematica, el tema
funciones reales de variable real, a partir de los conte-
nidos planteados en los programas de Matemitica de
Educacién Secundaria. El libro inicia con el estudio de
las nociones basicas de l6gica proposicional, pues son estas
la plataforma de la matemitica formal. Se continda con el
planteamiento de demostraciones sencillas sin contenido
matemidtico ain, que pretenden favorecer el desarrollo del
pensamiento deductivo. Como segundo y tercer capitulo, se
estudian dnicamente las nociones fundamentales de teoria
de conjuntos y relaciones binarias, necesarias para ¢l estudio
de las funciones reales.

El capitulo cuarto desarrolla los conceptos fundamentales
y las propiedades en general de las funciones en IRy se
plantea con mayor detalle y rigurosidad la demostracién
de algunas de estas propiedades. En los capitulos cinco
y seis se tratan tres casos particulares de funciones:
cxponcncial, logarftmica y trigonométrica; procurando
la extension y aplicacion de las principales nociones
generales estudiadas en el capitulo cuatro.
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